Chapter 4

Operadores de Projecao e
separacao de escalas de
tempo

Um sistema fisico constituido por muitas particulas é um ambiente propicio
para estudarmos fen6menos acontecendo em muliplas escalas de tempo [21].
Podemos simplificar as equacoes de movimento desses sistemas através da
eliminacao dos graus de liberdade rapidos, e ficar com um nimero reduzido
de equagodes para os graus de liberdade lentos. Muitas vezes, estas descricoes
coincidem com as descrigoes fisicas macroscopicas desses sistemas. Este é
o caso da hidrodindmica, que pode ser obtida via Equacao de Boltzmann
através da eliminacao de todos os graus rapidos de liberdade, sobrando ai
apenas a densidade, temperatura e campo de velocidades do fluido. De fato,
a eliminacao das varidveis rapidas faz a ligagao entre a fisica microscépica e
os fen6menos macroscopicos que nos sao familiares.

Nosso objetivo serd encontrar uma expansao, possivelmente do tipo per-
turbativo, que baseada em um parametro pequeno €, nos leva as teorias
macroscopicas na ordem mais baixa. Quando € — 0 as escalas de tempo
se tornam mais e mais separadas, e nossa aproximagao macroscopica fica
cada vez melhor. Isso ocorre quando diferentes mecanismos fisicos estao as-
sociados a cada escala. Por exemplo, no desenvolvimento da expansao de
Chapman-Enskog ! a razdo entre o livre caminho médio A oc 1/no? (densi-

LA expansio de Chapman-Enskog corresponde a uma resolucdo exata, a cada ordem,
da Equacao de Boltzmann assumindo que a densidade, o campo de velocidades e a temper-
atura locais no fluido sdo bem estabelecidas. Essa expansao é auto-consistente e permite o
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dade n, diametro da particula o), representando a adequacao local do gés
a uma distribuicao local de equilibrio, e escala da variacao macroscépica
das densidades do sistema L (escala dos gradientes), que varia via processos
difusivos, nos fornece e = \/L < 1.

Alguns sistemas nao possuem uma separacao clara de escalas de tempo,
tais como sistemas plenamente turbulentos. As escalas dos vortices estao
distribuidas desde o tamanho do sistema até as escalas microscopicas. Assim,
nao existem escalas naturais que serviriam para obtermos a razao € necessaria
para a expansao.

Como paradigma, tomemos um sistema constituido por uma paticula
Browniana (M) e um banho térmico de particulas pequenas (m < M).
Existem aqui um parametro pequeno natural dado pela razao entre as massas
e = /m/M. Este parametro representa a razao tipica entre os valores de
equilibrio tipicos dos momentos da particula Browniana P, e das particulas
do banho térmico p: P/p ~ e.

4.1 Sistemas com reduzidos graus de liberdade

A descricado completa de um problema fisico requer em geral uma quantidade
muito grande de varidveis para sua descri¢ao pois estas tem o mesmo “status”
entre si, ou seja, nao podemos escolher um subconjunto destas varidveis e
eliminé-lo pois a dinamica total ficaria comprometida.

Contudo, se o acoplamento entre um subconjunto de varidveis com outro
pode ser disposto como uma série perturbativa em fun¢do de um parametro
pequeno € < 1, podemos tentar eliminar este subconjunto de variaveis em
alguma ordem de O(€").

Como exemplo, sejam (y, z) as varidveis acopladas como segue [21]:

dz
E - f(yvz)v
dy
il eg(y, 2),

onde f e g sdo supostas analiticas. A varidvel rdpida z pode ser eliminada e
uma equacao para y pode ser encontrada. Este mesmo principio se aplica a
equagao de Boltzmann [15], ou no método de Born-Oppenheimer. fazendo

célculo dos coeficientes de transporte (coeficientes de viscosidade, condutividade térmica,
etc) como uma expansao em densidade.
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a expansao
z o= 20 4204220480 4 (4.1)

podemos reescrever (até ordem O(e"))

2
(1
dz €z
o = fw )+ (2 +E2D) £y, 20) + (Q)f”(y,z(o)) +o
dz) dzM) 9 dz?
S @ a T a o
dy  _ (0) WY o/ (y. 2O
o = €92 +e (e21) g'(y, =) + ...
A evolugao de z pode ser escrita em cada ordem de e:
dz©)
- (0)
dzW)
= LM (0)
2 1)\ 2
d;i) = 2% [y, 29) + (Z;)) "y, 2)

A primeira equacao mostra que z(¥)

y (como se diz, “enslaved” por y):

evolui rapidamente como funcao de

20 = A(y, ).

Sistematicamente podemos obter as ordens sequintes de z. Vejamos entao
o que acontece com y. Em ordem O(e) temos

dy
o = eg(y, My, 1))

= G(y,t),

0 que gera uma equacao para y que pode ser resolvida, pelo menos numeri-
camente. Podemos melhorar a aproximacao incluindo mais ordens de e.

Uma reducao do nimero de varidveis de um problema, como acima ex-
posto, pode levar a solugoes possiveis para o nimero reduzido de variaveis
quando as variaveis eliminadas se ajustam rapidamente as variaveis restantes.
Na sequéncia veremos alguns exemplos.
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4.2 Operadores de projecao: definicoes

4.2.1 Construindo o operador

Um operador de projecao é construido a partir da definicdo de um produto
escalar em algum espago vetorial.

Seja um vetor X e uma base ortonormal formada por €;. O produto
escalar é definido de modo que (&;,€;) = d;;. Podemos escrever

X = Ze (&, X).

Um subconjunto desses vetores, com j = 1,...,d, corresponde ao sub-
spago sobre o qual desejamos projetar os vetores (por exemplo, aos graus
lentos de liberdade do problema). Definimos entdo o operador de projecao
P como o projetor nesse subspaco:

d
PX =) &;(&,X). (4.2)
j=1

Podemos definir
X=PX+(1-P)X =PX + OX.
Propriedade fundamental daa projecao

P2X = P(PX)
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Em geral P"22X = PX. Também é facil verificar que

P=(1-P)(1-P)=1-2P+P=1-P=0Q,

QP=(1-P)P=P—-P=0.
Esta ultima relacao nos diz que a parte “rapida” da parte “lenta”, de uma
fungao, é nula.
4.2.2 Operador de Liouville e modos lentos e rapidos
A parte lenta e a parte rapida do operador de Liouville sao respectivamente

PiLle(1—P)iL=QiL. E simples mostrar as identidades

QATB)E _ (AL /t dt' A=) g (A+B)Y
0

%e‘i“ = —ie "PEIPL - / Lt e L) pLeiOft op ity
0

onde vemos a parte lenta, a parte com memoria e a parte rapida, em sepa-
rado.
4.2.3 Aplicacoes

A idéia por tras de operados de pojecdo P é que os mesmos eliminem a
dinamica rapida de um sistema de modo que a projecao do operador rapido
L seja em seu espaco-nulo esquerdo

PLgr=0.

Assim, as idéias da secao anterior podem ser aplicadas.
Vamos comegar definindo quando um operador pode ser classificado como
operador de projecao:

o P2 =7P;

e Seja Q =1— P, entdo temos Q% = Q e QP = PQ = 0.
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Vamos supor que uma distribuigao evolua no tempo via a dinamica [22]:

0
(9755) = (Lr+€Ly)p,

onde Lg 1, sao os operadores de evolugao répido e lento da dinamica. Pode-
mos observar a clara separacao das escalas de tempo lenta e rapida através
do parametro pequeno € < 1.

Definindo * = Pp e y = Qp, esperamos ter, apds aplicar os operadores
P e Q as equagdes acima:

ox

= = ¢PL
ot € Lp,
Jy

= Q9Lgp.
9t QLrp

As equagoes acima podem ser entendidadas melhor em um contexto mais
fisico. Nas préxima secoes derivaremos as equacoes de Langevin e Fokker-
Planck para um modelo Browniano via a eliminagdo de varidveis rapidas
através do uso de operadores de projegao [22].

4.3 Projetando graus lentos de liberdade

Seja uma funcdo dinamica F'(X, Xr), onde as varidveis lentas X, e rapidas
Xg, estao explicitadas. O projetor P deve ser tal que faca a média ter-
modinamica das varidveis rapidas, mantendo as varidaveis lentas fixas. Vere-
mos depois que isso nem sempre garante que todos os graus lentos de liber-
dade foram identificados. Modos hidrodinamicos lentos podem ser excitados
pela passagem de uma particula Browniana [23], mas estes modos podem
nao estar incluidos naqueles preservados pelo projetor P [22].

Tndo em vista as observagoes acima, vamos definir o sistema e apartir
dai definir uma forma conveniente para P. Seja o Hamiltoniano H (X =
R,P; Xp = r", p") para uma particula Browniana e N particulas do banho
térmico:

NN PQ N N p2 1 N N N
H(R,P;r",p") = W‘FU(I‘ )+Zﬁ+§ZZ¢(’rn—rlD+Z¢(\rn—RD7
n=1 n=1[=1 n=1
= 2 M 0( ' P ) ()

O Liouvilliano associado a este Hamiltoniano é

L = Lp+ Lr+ Ly,
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onde
Ly = —A?Va(;,
b=~ P HZE( on =13 + 5 ) 5o
Ly = éa‘i{mm—rﬂ)gﬁé%wmw%

Forma adimensional do Liouvilliano

Para podermos entender a separacao de escalas de tempo devemos analisar
o Liouvilliano, que é um operador de evolugao temporal, em suas ordens
de grandeza. Perto do equilibrio, o teorema de equiparticao da energia nos
da que P%2/2M ~ p?/2m ~ kgT. Escolhendo como unidade de momento

po = vVmkpT, podemos escrever (p* ~ P* ~ 1)

P = P Do,
P = P*VMkgT
P = P'clp

A velocidade pode ser escalada por vy = pg/m. Vamos assumir que todas
as energias sejam da ordem de kT e que o alcance das interagoes é da ordem
de 0. A unidade bésica de tempo pode ser escrita como tg = o /vy (t = t*tp).
Assim, reescrevendo o Liouvilliano na forma adimensional (todos os termos
com asteriscos sao da ordem de 1) temos:

€ 0
L, = ——P*.
L to OR*’
1 Y o 1
Lp = —— WP N 1
R t - an oyt nz:: n
€ N
Ly = ——F* o(|R* — .
g to 8P* 21 AR 13D G

onde usamos as defini¢oes das forgas internas totais sobre a particula n do
banho térmico F,,(r"V) e sobre a particula Browniana F(r"V; R):

0 oUu
F,r") = - S 0(rn — 1)) + 5 — (4.4)
;;L (arn arn)
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F(r"; Zai $(IR —1]). (4.5)

A evolugao de qualquer varidvel pode entdo ser escrita como (eliminando
a escala de tempo t):
0
6t*F = (Ly+e€L)F,
onde as partes rapida Ly , e lenta Ly, podem ser escritas (eliminando os
asteriscos):

N N
0 0 0 0
Ly = =Y P g~ Fulr™) 5~ Z* (IR—rj) - 57—,
n=1 Orn j#n Opa j=1 or Ip;
0 0
La="PorF o

Observe que L é anti-Hermitiano

/dXA(X)LB(X) :/dXB(X)LTA(X):—/dXB(X)LA(X).

Operador P

Agora, fixando os graus de liberdade Brownianos (R), a distribuigao de
equilibrio condicional é

e B Ho(R;r™ p™)

[ de'Ndp'Ne —B Ho(Rix'N p'N)

po(r™,p™) = po(R; e, p") = (4.6)

Definimos entao o operador de projegao
POR,P; ™, pY) = po(r™, pY) / d'’N dp'N R, P;r N, p V). (47)

E f4cil verificar que P?F = PF. Observemos que PL 5 =0:

PLy = PO/dI‘ dr —nz::lpn'airn—nz::l z::ai (IR —r;l) - 8pj

Integrando por partes:

N9 N9
n=1 9Tn n=1

N
o 0
23187 871% |R_rj|)>—0~
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Portanto, como
/ dX Ly P¢o =0,

por integracao por partes, podemos ver que 0 = PL; = L;P.
Portanto, este operador realmente elimina os graus rapidos de liberdade
do sistema. Quando tomamos a projecio de p(r’V, p’V) obtemos

Pp(r™,pY) = po(rV, pV)W (R, P, 1),

onde W (R, P, t) é a probabilidade marginal
W(R,P,t) = / dr' N dp™N p(r'N, p ViR, P, 1).

Nosso objetivo é obter a equacao de Langevin para P e a equacao de Fokker-
Planck correspondente para W (R, P, t).

4.4 Equacoes de Langevin e Fokker-Planck

Podemos montar Um conjunto de equacoes para as partes lentas e rapidas
de p:
OsPp = e€PLPp+ePL,Qp,
0Qp = QLiQp+eQLPp+eQLQp.
Usando a notacao y = Pp, z = Qp e s = et, podemos reescrever as
equacoes acima como
Osy = Ay+ Bz, (4.8)
1
0sz2 = —-Gz+Cy+Dz, (4.9)
€

onde

— PL,P,
= PLsQ,
QL Q,
= QL,P,
= QL,Q.

S oW
I
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Fica claro, pelas equacoes 4.8-4.9, que y € lenta e z é rapida. Mas para
isso temos que fazer uma expansao de z em série de e:

zZ = 20+621+6222+6323—|—...
Substituindo em 4.9 temos até ordem O(e)

Osy = Ay+Bzy+eBz
1
Oszg+€0sz21 = —Gz+Gz21+eGo+Cy+Dzyg+eD 2z
€

Ap6s igualarmos as ordens de € de lado a lado observamos que G zg =
QLyQz deve ser nula. Como Qzp = z9 e Q projeta Ly em seu espaco
ndo-nulo, entdo necessariamente zy = 0, o que da dsz9 = 0. Reordenando os
termos temos:

Osy = Ay+eBzn
GZl +C?/,
0521 = Gzo+ D 2.

o
Il

Das equacdes acima podemos encontrar uma equacao para y se obser-
varmos que G 21 = —Cy = G Q2 = —Cy. Como o operador G = QL;Q
j& opera restrito a seu sub-espago nao-nulo, sua inversa existe e tem valor
G = QL;lQ. Portanto temos

21 =-G1Cy.
Combinando tudo:
oy = Ay—eBG1Cy. (4.10)

A equagao acima deve ser transformada em uma equagao para W (t). Pode-
mos inicialmente observar que

0sy = 0sPp = 0spoW (R, P, s) = pg OsW (R, P, s).

Usaremos a defini¢do da média sobre pg como:

(X)o (R, P) :/dr'N dp™ po(R; e N p V) x(R, P; e pN).
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Observe que, dada a posicao fixa da particula Browniana, as moléculas do
banho térmico se rearranjam ao redor e temos

(F), = / ar'’N dp'™ poR;r N, p M) F(r'V;R) = 0,

por simetria. Assim temos

0
Tﬁ:ﬁf‘po—ﬁp (F)o = BF po.

Passemos a acdo do operador A sobre y:

! ! 8 ! a
_ N ;. 'N 9 N.py. 9
Ay = 00 / dr " dp (P 8R+F(r iR) 6P> poW (R, P, s)
’ ’ 8;)0 oW oW /
_ . N N YFO RS . N,
= —pWP /dr dp~ op PP om0 an <F(I‘ ’R)>o
191%%

= —poWP-/dr'Ndp'NﬁFpo—poP-f

OR
ow
= PSR
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Agora necessitamos calcular ¢ BG~!C'y. Assim:
—eBG'Cy = —ePL,G™LspoW
= —epo / drNdp'N Ly G Ly poW

= —epo/dr/Ndp/N <P88+F88P> X

0 0
—1 L .
x QG Q(P 8R+F 8P) poW.
Seja
0 0 0 0
/ / 8 a /
- po/drNde (P-6R+F.8P) poW
. ow 8p0 ow
= poP 8R+WP 8R+p0F 5P
’ ’ / 8W 3p/ / ’ 8W
p— N N - — '70 - —_—
po/dr dp (pOP 8R—l—VVP 8R+p0F 8P>
ow ow
= poP-a—R+BpoWP~F+poF~87P—
/ / / aW ’ ! ! ! aW
—po/drNde <p0P.8R+Bp0WP.F + po F 'aP>
0

Faremos agora algumas consideraces sobre o operador G~! = QL;lQ.
Se a particula Browniana estd fixa, ela aje como uma parede fixa. Assim,
o operador Ly é o operador de Liouville do banho térmico. Seus autoval-
ores tem parte real nula ou negativa. Como os autovalores nulos correspon-
dem aos autovetores lentos, a forma QL;Q (ou QL]T1Q) age apenas sobre
os autovetores rapidos (autovalores negativos ou complexos com parte real
negativa). A forma

Gt=- /Oo d L1 Q, (4.11)
0

pode entao ser verificada como o inverso de G. Seja ¢, talque Ly, = N\, 0,
(R(An) <0). Se (M) =0 e S(\,) # 0, a integral em 4.11 converge npo
sentido de Cesaro [24]. Portanto (Lspy = 0):

GG by = — / d0 L1 QOL ;O = — / d0 P Ny = — / 40 ™ A = b,
0 0 0
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onde usamos a convergéncia da integral quando R(A,) < 0. Assim, qualquer
funcio W = S 1O"#€% ¢, ¢, é um autovetor de auto-valor 1 de GG™1, ou seja,
G~! é a inversa de G restrita no espaco ortogonal s funcoes lentas.

Por simetria espacial das moléculas do banho térmico, temos

/ dX' G~ poF = 0.

Além disso, o operador G~! é operador diferencial das varidveis do banho
térmico, ou seja, so agem em po F’:
Portanto, podemos ver que

/ / 8 8
~e¢BG 'Oy = —epo/drNde (P'aR”"ap> .

(G_lpg F’) : (ﬁP + a(i)) 14
)

_ 8 IN IN —1 /
= —EpoP‘afR/dr dp (G poF)-<5P+8P>W—

0

N 9
- epo/drNdeF'-a—P (G_lpoF’)-<ﬁP+8P) 1%
0

/ / 8
= —€p0 / dr N dp N 00 <F/ G_l F’) : 8P (BP + 6P> W
> 9

_ 0
= —€p Z <F1G 1F]>08R<I6]DJ+8P]> w

i,j=1

X

Temos entao
1 > 0L
Naks . - _ ) f .
(FGTF) /0 do (F;e™s Fy)
o ’ / /
= —/ de/drNdepOEe%fFj
OOO ’ / / /
= —/ de/drNdp po F5(X') Fj(X —9).
0
Além disso, por simetria, temos
/ de'™N dp'™ po Fy(X') F;(X %) = 6y / de'N dp'™N py Fu(X') Fi(X'77).

Resumindo, e assumindo a estacionaridade do processo quando a particula
Browniana esta fixa temos:

S ! ! ! !
<FiG71Fj>O = _5ij A dH/dI'NdepOFl(X,)Fl(Xg)

= —0ij 7,
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mostrando que as colisdes com as particulas do banho térmico sao descor-
relacionadas.
Assim, a equagao de Fokker-Planck para W vem de

0 0
po OsW(R,P,s) = —py P - +(5”poe'yap (BP + ) W,

w
OR oP;

e finalmente temos

d 0 0
oW =—-P- 8RW—|—766P (6P—|—8P> Ww. (4.12)

A equagao 4.12 pode ser escrita na forma de um fluxo de corrente de
probabilidade:

0 0 0

com fluxo de probabilidades

J = (PW;—e <ﬁ7P+788P> W)-

Os termos PW e —3~vP W sao arrastos de probabilidades, enquanto que
9
T op

é um termo difusivo no espago de velociades.
Seja a funcdo f(R;P). A evolucao da média f = [ dRdP fW é

w

- of 0 af
osf=P- aR—i—’ye( BP—I_@P) P (4.13)
Escolhendo f = P obtemos
0P = ( BP+8> O p_ _fyeP (4.14)
S _’76 8P 8P ’76 9 .

que corresponde & equagao macroscépica para os momentos [17]. Para en-
contrarmos a equagao de Langevin correspondente devemos escolher o ruido
£ com as seguintes propriedades:

i(s) = 0,
&i(s)&(s') = —2e€ <F1 G F1>0 8(s—5)0ij =2ev0(s— &) by
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Juntando estes resultados, a equacao de Langevin, na ordem O(e), asso-
ciada a equagao 4.12 corresponde entao a

0P =—pveP +&(s), (4.15)

onde agora estamos diante de uma equacgao dinamica para a variavel P. Nos
apéndices estudamos solucoes de equagoes do tipo Fokker-Planck e Langevin
como as obtidas acima.

As equagoes tipo Fokker-Planck e Langevin mostram como
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Chapter 5

Teoria da Resposta Linear

(LRT)

5.1 Modelo Gaussiano

Seja uma variavel aleatéria & que obedece uma distribuicao Gaussiana, com
probabilidade p(z; o) = (6(x — )),,, onde o é um parametro. Temos

(@), = [ doplwi) Ofa).

A média (&), e a varidnga o2 = (4%)  — (#)2 sdo fungdes de a.
Uma mudanga no parametro o — a + A« deve modificar a distribuicio
de probabilidade para

2
eu y+vy

p(z;a+ Aa) = p(z; Q)W,

onde y = x — (&), e os coeficiente u e v dependem de o e A (u(Aav = 0) =

v(Aa=0)=0).
Podemos encontrar o efeito da mudanca no parametro sobre a média é
(semvist)
7 — o
< >a+Aa <€uy+vy2 >a
2
(yerviosy

= @t

69
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(y (1+u Aay+ v Aay2)>a
(14w Aay + v Aay?)),
(y +u1 Aay? +v; Aay3>a

{1+ wm Aay + v Aay?)),

= (&)q +u Aa (y)

. <£%>o¢+Aoz B <£>a 2
= Jim R = (),

|
—
1S3
~

o

Seja o exemplo onde o é um campo de forgca agindo na particula em =z.
Temos

@ <i2>a:() 2
x2 azx } <a: T kT >
x expy —

p(x; @) o exp {—2 I + T

o que da
_a (@), (@), _ ()40

(o = kT dal kpT

1

que mostra que u; = é uma temperatura efetiva.

5.2 Funcao Resposta

A Teoria da Resposta Linear (LRT) trata de sistemas que sao perturbados de
seu estado de equilibrio por um “campo” externo, que pode ter varias formas:
variagoes de potencial termodinamico, campos elétricos ou magnéticos, entre
outros.

Suponhamos que um sistema esteja em equilibrio (Hamiltoniano Hp) e
que em um certo instante ¢ = 0 um campo externo seja ligado, gerando
um termo H; no Hamiltoniano. Representaremos esse termo como uma
perturbacao da forma

Hy = —B(D) his (), (5.1)

onde I' representa o pondo no espaco de fases, ou seja, p(t = 0) = peg.
Suporemos por simplicidade que o campo local é pequeno e uniforme, nao
dependendo de I'. O hamiltoniano total é

H=Hy+ H=Hy— Bhp.



5.2. FUNCAO RESPOSTA 71

A distribuicao de probabilidades evolui de acordo com o teorema de Li-
ouville:

0
g, - L
8tp p
{H()a p} + {H17 p}
= {Ho,p} —{B(T),p} hp(t). (5.2)
A distribuigao de probabilidades pode ser expressa como (Ap(0) = 0)
p(t) = peq + Ap(t), (5.3)
com
e BH 4
Peq = 7 (5.4)

0 que nos leva a

0

5000 = {Ho, Ap(t)} — {B(L), (peq + Ap(t))} hp(t),  (5.5)

dado que
{H(), peq} =0.

A LRT supoe que os campos externos sejam fracos, de modo que podemos
linearizar a equagao acima obtendo:

D Nplt) = {Ho, Ap(t)} — {B(T), peg} his(2)

ot
= LoAp(t) — {B. peq} hi(t). (5.6)

Podemos integrar a equacao acima e obter:

Ap(t) = - /0 ds =90 B, pey} his(s) (5.7)

A média de uma varidvel dindmica A(I") é modificada pela presenca do
campo hp conjugado & varidavel B(I")
(AA) (1) = (4)—(A)

€q

_ / dT A Ap(t)

t
= —/dF/ ds Ahp(s) e (B p..}.
0
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Como LE = —Lg, podemos tomar o adjunto acima e escrever (como hp
nao depende de I', temos Lohp = 0):

(ALY (1) = — / dr /Otds (B, peq} hig(s) =004

= —/dF /Ot ds {B, peq} hp(s)A(t —s). (5.8)

Podemos definir a chamada “after-effect function (AEF)” ® 45(t —s) que
conecta a variacdo de A com a presenca de B:

(AA) (1) = /0 "5 D up(t— 5) hp(s), (5.9)

Dap(t—s) — —/dF (B, peg} Alt — 5. (5.10)

A AEF é chamada de funcao resposta. Aqui lembramos que a nomen-
clatura de Funcao Resposta mais adequada ainda é a usada para a transfor-
mada de Fourier da AEF, como na literatura [41].

A equagao 5.9 nos mostra que a fungao resposta age como uma fungao
memoria para o sistema.

Como

{B, pegy ={B,H} ply = =B peg {B, H} = =B peg L B = = pey B,

temos

D Ap(T)

8 [ dr B pey A7)
= B(BA)) (5.11)

eq

Integrando por partes podemos obter também (lembrando que Lpey, = 0)
ap(r) = f [dULB py A7)
= B [ dr B pey LAK)
= (B A(7)>eq (5.12)

Uma forma mais simétrica é obtida fazendo uma integragao por partes:

_ OB 9peq aBapeq)
2as(r) = /dP XZ: (3%‘ Opi  Opi Og; Alr)
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0B 0A(r) 0B 8A(7')>
prg F —_— —
/ I zzj Pea <6qi Opi  Opi Ogi

0B 0B
" /dI‘ zi:peq (aqz‘api - 32%3%‘) Alr)
B 0BOA(r) B aA(T)>
a / " ;p “ <8qi Opi  Opi 0Oq;

— (B, A}, (5.13)

A passagem a versao quantica é imediata

(B, AW,y — 3 (BAG).

Podemos definir esta 1ltima forma mais simétrica como a funcao de cor-
relagdo Cap

Cap(t+7,t) = —{A{t+7),Bt)}),- (5.14)

Nessa forma a resposta de uma variavel a presenca de um campo depende
da variacao desse campo e sua correlagdo com esse campo. veremos na
sequéncia que existe uma forma de relacionar a resposta de um sistema a
uma perturbagao via a funcao de autocorrelacao da variavel: esse é o método
de Green-Kubo.

Os resultados contidos nas equagoes 5.9 e 5.10 podem ser calculados
também de modo mecanico através da perturbacao da trajetéria das particulas
linearmente pelo campo aplicado. Essa é a esséncia da linearidade mecénica
por tras da LRT.

Mas ¢é ébvio que a linearidade mecanica dos resultados nao se mantém
em tempos macroscopicos: as trajetérias desviam umas das outras expo-
nencialmente no espaco de fases mesmo quando o campo aplicado é fraco
(expoentes de Liapunov positivos).

Por outro lado um campo fraco deve levar apenas a uma perturbacgao
fraca da distribuicao de probabilidades no espaco de fases, o que torna a
linearizacao de p(I") correta, experimentalmente satisfeita.

Este aparente conflito entre nao-linearidade mecanica e linearidade es-
tatistica pode ser resolvida observando que os tempos de decaimento das
correlagoes sao geralmente muito curtos de modo que o intervalo de tempo
em que vale a linearidade mecanica corrsponde a grosso modo ao intervalo
de tempo em que as correlagoes sao apreciavelmente diferentes de zero. Para
mais detalhes, ver segdo 7.6 do livro de Hansen & McDonald [41].
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5.3 AEF e a Funcao Resposta

Tomando a tranformada de Laplace da equacao 5.9, com z = iw + €, temos

. 00 t
<AA> (w) = lim dte_z(t_s)_zs/o ds®ap(t —s)hp(s)

e—0Jo
= xaphp(W), (5.15)
onde a susceptibilidade dindmica ou funcao resposta
xap(w) = lgr(l) OOO ds e W5 B 4 p(s) (5.16)
= XapWw) +ixapw) (5.17)

Quando a AEF depende da posicao r, podemos tomar a transformada
de Fourier da posicao também:

o0 ) oo .
xapk,w) = lim dmelk'x/ dse "7 D p(r,s) (5.18)
e—0 /) _s0 0
= XfAB(k7w)+ZXZ{B(k7w> (519)

A partir da equagao 5.12 podemos encontrar via transformada de Fourier-
Laplace:

xask,z) = —,B/dFBpqu(T)
= —ﬁ/dFB,Oeq /OO dTe_ZTA(T)
0
= 28Cap(k,2) — BCap(k, 7 = 0). (5.20)

Observe que se A = B e 7 = 0 temos das equagoes 5.11 e 5.12:
CI)AA(O) = —ﬁ <AA> = ﬂ<AA> = (I)AA(O) = 0.
eq

eq
Tomando z = iw + € no limite quando ¢ — 0 para B = A temos da
equacgao 5.18 sem tomar a transformacao de Fourier

XAA(I',OJ) = CAA(I',OJ) = iwﬁéAA(I',w — ie) — ﬂCAA(I‘,t = O),
onde Cya(r,t = 0) é real, o que implica que
F(xaa(r,w)) = Xas(r,w —ie) = wBCaa(r,w — ic)

Uma relagao entre transformadas de Laplace e de Fourier existe que nos
da

1~ .
Caa(r,w) = E%E%CAA(r’w — G€).
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Assim vemos que

Canlrw) = 5= xhalrw) (5.21)

Esta é uma das formas do teorema flutuagao-dissipacdo. A parte imaginaria
da funcao resposta estd associada a dissipagao de energia do sistema.

Podemos calcular a taxa de dissipagao para um sistema (quase) periédico
como abaixo:

‘% _ ;lt/dfp (t) (H — Bhy(t))
/dPap D (o= Bhy ahB /dF
= [ar (5~ Bhs(),p(0)) (H — Bhs(t)) - ahgjf’ (B()
Ohp(t)
v (B(t)), (5.22)

onde usamos a identidade (é s6 fazer uma integracao por partes):

/dF (A,B} C = /dF (B,C} A= /dF (C, A} B. (5.23)

Vamos por simplicidade supor que o campo real hp(7) é monocromético
e usando

(B(t)) = xBB(W)hpocos(wt), (5.24)

podemos calcular a quantidade de energia dissipada por periodo 7 é

SE o [ a2 )

T

= —R {/ dt iw hpo €' xpp(w) hpo cos(wt)

wh2
= 2B (). (5.25)

Acima fica claro o papel da parte complexa da susceptibilidade dindmica na
dissipagao.
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Oscilador harmoénico amortecido e forgado

Vamos tomar um exemplo a equacao para o oscilador harmonico forcado e
amortecido:

(m oy + 70, + k) z(t) = f(¢), (5.26)
onde a funcao de Green G(t) obedece
(Mo +y0+ k)Gt —t')=6(t—t). (5.27)
Tomando
x(0) = v(0) = 0.
A solugao é a solucao particular
x(t) = / dt' G(t — 1) f(t'). (5.28)
0
Tomando a transformada de Fourier de 5.27 temos
- ~ 1
2 .
_ E)Gw)=1=Gw) = 5.29
( mw” + iyw + ) (w) = G(w) Y S (5.29)
where P
0= l, wg = —.
m m
A transformada da equacao 5.28 nos da
i(w) = Gw) flw). (5.30)
Portanto a solugao z(t) is given by:
00 e—iwt B
t) = d . 5.31
w0)= [ o T (5.31)

Comparando com a equagao 5.15 vemos que a susceptibilidade dinamica
é dada por

1
= 5.32
X m(—w? + ifw + wd)’ (5:32)
onde

2, 2

/ (wo —Ww )
= 5.33
X = e+ @ — ) (533)

0

X' = d . (5.34)

_m(02w2 + (Wi — w?)?)

" _ . : - = = " :
Observe que x” oc § = L se existe dissipacao, entao x” # 0 e o sistema
perderd energia.
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5.4 Aplicagoes do formalismo da LRT

Apresentaremos nesta segao uma rapida visao das aplicagoes da LRT para a
obtencao de coeficientes de transporte na forma Green-Kubo.

Coeficientes de transporte correspondem aos fatores de proporcao entre
os fluxos de quantidades extensivas (energia, massa, carga elétrica) e os gra-
dientes de grandezas intensivas (temperatura, densidade, potencial elétrico).

Seja por exemplo uma particula marcada, indice 1, sob a agao de uma
forga externa JFy constante na diregao x. Essa forca é aplicada a partir do
instante t = 0. A perturbagdo no Hamiltoniano do sistema se escreve:

H — H — Fyx.

Se a velocidade da particula na diregdo x é uy, podemos definir

B = u, (5.35)
hg = Fo, (5.36)
A = . (5.37)

Quando o campo nao é aplicado:
(U1)eg = 0 = (Aur) = (u1)

Das equagoes 5.9 e 5.11 temos (lembrando que &1 = uy):

i) = 8 [ ds o) i) 7o

t
= 85 [ ds w(s)w). (5.38)
A mobilidade p é definida para o estado estaciondrio (t — oco) como
(u1)
== 5.39
=g (539)

Como as correlagoes decaem rapidamente, para tempos grandes podemos
usar:

w) = BF [ ds fwrls)u). (5.40)

=>p = B/OOO ds (ui(s)uy) . (5.41)
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A equagao 5.4 é um exemplo da forma de Green-Kubo para um coeficiente
de transporte. Quando correlacoes decaem exponencialmente no tempo, a in-
tegral em converge e u fica bem definida. Nesta forma, o coeficiente de trans-
porte associado ao fluxo u; corresponde a integral da correlacao Ciy,q, (1).
Esta forma é bastante geral.

Um outro exemplo interessante é o de particulas carregadas em um con-
dutor sob a acdo de um campo elétrico constante Ey. Neste caso, para
as cargas dentro de um volume V', podemos definir a corrente de maneira
microscépica como j(t) = ¢ >, Ij.

A perturbacao no Hamiltoniano é dada por:

H/: —qZI‘Z‘-Eo.

B = ¢) 1, (5.42)

hg = Ey, (5.43)
A = j1), (5.44)

sabendo que
(J()eq = 0= (Aj(1)) = (3(2)) -

A corrente macroscépica induzida J = j(t — 0o) por volume é

T o= 3 o)

= ‘B//Ooods <J(s)q2rl> - Ep,
- B | s )3 (5.45)

Supondo o meio isotrépico podemos escrever que a corrente macroscopica
é J = oEy. A condutividade estatica o é

= 5/000 ds (3(s) -3). (5.46)



