Chapter 1

Introducao

1.1 Métodos

A fisica de equilibrio é responsdvel por uma enorme quantidade de resulta-
dos importantes, tanto do ponto de vista tedérico quanto do ponto de vista
aplicado. O comportamento de gases, sistemas termodinamicos, reacoes
quimicas, transicoes de fase, entre outros, pode ser bastante bem entendido
ao usarmos o ferramental desenvolvido para o estudo da fisica de equilibrio.
O teorema fundamental da mecanica estatistica é o principal instrumento a
partir do qual a mecanica estatistica e a termodinamica derivam.

A fisica de equilibrio é apenas uma aproximacao. Essa aproximagao
é bastante boa para sistemas grandes (N — o00) submetidos a condigdes
externas estaveis. Contudo, classes muito importantes de sistemas nao se
enquadram nestas categorias. Dentre os mais importantes estao os sistemas
bioldgicos vivos, que sao sistemas abertos e totalmente fora do equilibrio.

Infelizmente nao existem ferramentas semelhantes desenvolvidas para o
tratamento de sistemas fora de equilibrio. Existem cole¢oes de métodos apro-
priados para cada situacao especifica dado que a solucao exata das equagoes
de movimento para um sistema macro-(ou meso-)scépico é totalmente im-
praticavel.

Nos ultimos anos, dois desenvolvimentos gerais levaram a um aumento
do interesse geral por sistemas fora do equilibrio: o gigantesco progresso
de técnicas computacionais, que em muito ampliaram a quantidade de sis-
temas accessiveis a estudo direto; e o desenvolvimento de técnicas experimen-
tais que permitem a manipulacao de sistemas pequenos (dtomos individuais,
transistores a um elétron, experimentos com moléculas tinicas, nanotubos,
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etc), para os quais a termodinamica tradicional nao se aplica.

Neste curso tentaremos dar ao estudante um painel introdutério sobre
diversos aspectos de sistemas fora do equilibrio, seguindo uma linha que
comeca nas equacoes de Hamilton e termina em aspectos atuais, tais como
Teoremas de Flutuagao.

1.2 Probabilidades

1.2.1 Visao empirica

A necessidade do uso de probabilidades em fisica ocorre por duas razoes
principais: a impossibilidade experimental de pordermos levar em conta,
com precisao arbitraria, a imensa quantidade de informagao que pode ser
obtida em um sistema; e a impossibilidade que temos de computar com
precisao arbitraria a evolugao do sistema devido as dificuldades numéricas
envolvidas.

Uma distribuicao de probabilidades tenta refletir, da maneira mais fiel
possivel, a frequéncia de resultados de uma medida, quando esta é realizada
um numero N — oo de vezes. Um problema imediato é que nunca podemos
ter certeza se a frequéncia observada corresponde a correta. Ex.: Podemos
jogar um dado e obter o resultado 1 por 10 vezes seguidas. Serd que temos
p(1) =1ep(2) =p(3) =p(4) = p(5) = p(6) = 07 Provavelmente nio, mas
poderia se tratar de um dado viciado ou entao a medida que o ntimero de
experimentos aumentasse verfamos que p(1) — 1/6. Mas para um ndmero
finito de experimentos, nunca poderemos afirmar que sabemos a distribuicao
correta.

O objetivo da Mecénica Estatistica é justamente desenvolver uma meto-
dologia para o calculo a priori de uma distribuicao de probabilidades para as
varidveis microscopicas de um sistema. A partir dai podemos derivar as leis
da termodinamica e hidrodinamica. Na sequéncia ofereceremos argumen-
tos convincentes de que o Postulado Fundamental da Mecanica Estatistica
(PFME) funciona, tanto do ponto de vista tedrico como experimental. Mas
é crucial observar que o PFME ainda é um postulado! Sua validade é ex-
tremamente dificil de provar para sistemas de muitas particulas.

Voltando as probabilidades, para sistemas que possuam algum tipo de
simetria entre seus p estados, digamos, e quando nao houver nenhuma razao
fisica para que um estado seja o escolhido em algum experimento, em detri-
mento dos outros, entao a escolha a priori equiprovéavel de 1/p como proba-
bilidade pode ser justificada. Este é o caso de um dado “honesto”.
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1.2.2 Definicao mais formal: espago de probabilidades

O conceito fundamental em teoria de probabilidades é o espaco de probabil-
idades. Este consiste de trés ingredientes bésicos:

e Um espaco amostral de eventos elementares €2 (todos os outros eventos
podem ser expressos como combinagdo desses eventos elementares).
Estes sao resultados de algum tipo de medida;

e Uma o-4lgebra de eventos;

e Uma medida de probabilidade sobre a o-algebra.

o-algebra de eventos

Um espaco amostral pode possuir muitos subconjuntos que nao nos interes-
sam (como quando 2 é infinito nao-contével). Podemos especificar apenas
aqueles subconjuntos que farao parte de nossa teoria. Para isso é impor-
tante que esses subconjuntos formem uma o-dlgebra, que é um sistema A de
subconjuntos de €2 com as seguintes trés propriedades:

1. QcAe e A

2. Se A1 € Ae Ay € A, entao a unido A;|JAs € A, a interseccao
A1 N Az € A e a diferenca A1 \ A € Al;

3. Dada uma colecao contdvel de eventos Ai, As,...,An,... € A =
1A € A

A terceira condigao, que a uniao contavel de um nimero infinito de subcon-
b1 )
juntos (eventos) é um evento, é o que faz A ser uma o-algebra.

Medidas de probabilidade e axiomas de Kolmogorov
A medida de probabilidade é definida sobre A como o mapa
w:A— R,

que associa a cada A € A um nimero real p(A).
A medida de probabilidades deve obedecer aos axiomas de Kolmogorov

LA diferenca pode ser definida como conjunto D = A;\ Az <= Vz €D,z € Aj Az ¢
Ay. Algumas vezes a diferenca é notada como A; — Az. Podemos definir que A > B se

A\B#0eB\ A=0.
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1.VAe A:0<pu(A) <1,
2. A probabilidade é normalizada: u(€2) = 1;

3. Seja uma colecao contdvel de eventos disjuntos A1, Ao, ..., Ay, ... € A
onde A; (N A; = 0 para todo ¢ # j, entdo a probabilidade de sua uniao
¢é a soma de suas probabilidades

= M(E_j An) - i M(An)

Exemplo:

Seja Q@ = R,. Uma o-algebra pode ser definida como o conjunto de to-
dos os segmentos [a,b) € A, onde (a,b) € R% com a < b. A medida de
probabilidades sobre A é definida como

p(la,b) =e " —e.

1.2.3 Algumas propriedades de distribuigoes

De uma maneira um pouco menos formal, probabilidades sdo medidas px (z) =
p(x) definidas sobre um conjunto ®x definido como o espago amostral de
uma varidvel aleatoria X. Os pontos x € ®x sao os eventos possiveis. Ex:
para o dado honesto, ®, = {1,2,3,4,5,6} e px(i = 1,...,6) = 1/6. Uma
apresentacao muito boa pode ser encontrada no livro do Feller, em especial
no volume I [1].

e Probabilidades nunca sao negativas:
Ve € &x :px(z) > 0.
e Para A, B C ®x, probabilidade de A ou B acontecerem:
px(A),px(B) > 0 = px (A B) = px(A) + px(B) — px(A[ ] B).
e Para A, B C ®x, probabilidade de A e B acontecerem:
px(A),px(B) >0 — px(A,B) = pX(AﬂB)-
e Probabilidades sao normalizadas:

px(@x) =1.
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e Probabilidades condicionais p(B|A) se aplicam quando sabemos que o
evento A C ®x acontece equeremos saber entao qual é a probabilidade
de B acontecer. Podemos escrever (Regra de Bayes):

MANB) _ p(A B)

PBA =" T )
e Eventos independentes p(B|A) = p(B)
p(B1A) = P2 (A B) = p(A) pBLA) = ) p(B).

1.2.4 Meédias e momentos

Por simplicidade suporemos que as distribuicoes sdo continuas.

e Médias ou momentos de X de ordem n:
(x") = [ dwpla)a”s
e Funcao geratriz de médias:
0o AV
_/o—ikX\ _ (—ik)
G(k)—<e >—§% -
an

(X = aC®)

(X™);

k=0

e Funcao geratriz de cumulantes:

InG(k) =1n <e*ikx> = i

mn

X" = 5

(X%), = (X%) —x*.

A préxima etapa é entender a evolucao no tempo das distribuicées de
probabilidade.
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1.3 O comeco de tudo: a Equacao de Boltzmann

Por volta de 1870, Ludwig Boltzmann publicou vérios trabalhos [2, 3, 4, 5,
6, 7, 8, 9] onde pela primeira vez se fazia, de maneira consistente e profunda,
um tratamento microscopico da evolucao dos gases utilizando uma teoria
cinética.

Teorias cinéticas sdo formalmente definidas a partir das densidades de
distribuigao multiparticulas de um modelo. Seja um modelo a N particulas;
sua distribuicao de probabilidades completa, ou densidade a N-particulas é

N
pn(a”;pVst) —>/ 11 dgi dpi pn(a™;p™5t) = 1.
=1

A distribuigao a s < N-particulas é obtida integrando sobre as N — s:

| N
ps(giy - dsiP1y s Dsit) = N,/ II daidpi pn(a™;p™;).
(N=s)J 20
As densidades a s-particulas estdo normalizadas também, como se pode ver
facilmente. A densidade a l-particula pode ser usada para a obtencao da
maioria das grandezas termodinamicas do sistema.
Para sistemas Hamiltonianos, podemos mostrar que existe uma hierar-
quia [15] de equagoes para a evolugao de ps de modo que ps = Fp1,. .., ps, Ps+1]-
Esta é a chamada hierarquia BBGKY. ? Assim, temos

p1 = Fia[p1, p2].

Se conseguimos escrever py como um funcional de p;, podemos entao mostrar
que a definicao de uma Teoria Cinética, que é dada por

p1 = f[pl}v (1‘1)

é respeitada por p;.

Boltzmann conseguiu derivar uma equagao cinética para p; utilizando
a hipétese do caos molecular: as velocidades das moléculas do gas estao
descorrelacionadas antes de cada colisao. Isto permite escrever py = p1p1 €
obter uma equagao para pj. Sem entrar em muitos detalhes [15], podemos
escrever a equacao de Boltzmann como:

91 P1 Op o Opr _ Op

. . - 7= 1.2
ot m  Oq1 op1 Ot coll’ (1.2)

2Bogoliubov, Born, Green, Kirkwood, Yvon.
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onde o termo de colisao é [15]

9p1

T / A2 dpy |va—v1| I1(Q, [va—v1]) [p1 (P, 1) p1 (P, t) — p1(p1, t)pr(p2,t)] -

(1.3)
Esta forma representa o efeito de dois termos: um termo de destruigao
de probabilidades

—/ dQdp; |vg — v1| I(2, |va — v1|)p1(p1,t)p1(p2,t),

que mostra que, ao colidir, uma particula de momento p; tem esse momento
alterado; o termo de criacao

/ dS2dpy |v3 — v1] I, v — v1])p1 (B D)o (B 1),

representa o ganho de probabilidade, ou seja, quando as particulas de mo-
mento p) epl colidem, elas geram uma particula de momento p;.

A equacao de Boltzmann determina a evolucdo no tempo da densidade a
1-particula. Inicialmente em um estado de nao-equilibrio, o sistema se dirige
ao equilibrio. Isto é acompanhado de um aumento de entropia do sistema.

1.4 Teorema-H e Entropia

Boltzmann criou uma quantidade, H, relacionada & entropia como segue:

H = /dp1 p1 In py, (1.4)
da qual podemos calcular a evolugao no tempo. Quando p = p., vemos que
H = —5 4+ ¢y. Assim, devemos ter H decrescente no tempo.

Derivando H:
d Ip1
g = — [dp 222
dt / P o coll

= —/ dQdpy [vg — v1| 1(Q, |va — v1]) [p1(PY, t)p1(Py, t) — p1(p1, ) p1(p2, t)] X
/ /
< In [pl(plvt)pl(p2vt)] <0,
pl(plat)pl(p27t)

como esperado. No equilibrio a fungao H chega a um valor constante e
podemos mostrar que isto acontece quando

vy

p1 (D) p1(ph) = p1(p1)pr(p2) = pr(p1) o € Z7RBT
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que é a distribuicao correta de equilibrio.

A partir da equacao de Boltzmann podemos derivar equacgbes para as
médias das varidveis dinamicas do sistema e a partir dai obter as equacoes
hidrodinamicas para o mesmo, no limite de longos comprimentos de onda
(k —0)

1.5 Equacoes para médias

Uma equacao de evolugdo para as probabilidades do tipo p(x) = F[p(z)]
pode ser usada para calcular a evolugao de (f(z)):

) = 5 [ drote) 1) = [ i) @) = [ drFlo()] f(@),

onde supumos que p era normalizada.

Existem varios tipos diferentes de equacOes para médias. KEssas sao
chamadas de “equagdes macroscépicas” por van Kampen [17]. Equagoes de
decaimento radiativo, evolucao de populacoes, hidrodinamica, mode-mode-
coupling sao exemplos destes tipos de tratamento.

Como exemplo, para um fluido, a conservacao de massa leva a equagao
da continuidade:

0
o’
onde n = [dpp(p,q,t) e nv= [dpp(p,q,t)q.
Dados os tipos béasicos de equagoes que encontraremos na sequéncia,
nossos objetivos serao entender o comportamento temporal destes sistemas
quando os mesmos nao estao em equilibrio.

(¢:) =V - (nv)



Chapter 2

Mecanica estatistica e
Termodinamica

2.1 Meédias Temporais e Equilibrio

Um sistema estd em equilibrio termodinamico é quando, durante o tempo
tipico do ex[erimento At.,p, as grandezas termodinamicas A(t) medidas so-
bre o sistema possuem uma variagao desprezivel, % ~ 0. No que segue
suporemos um sistema classico com N particulas, cujas posi¢cbes e momen-
tos sao dados por (qV,p™).

A razao microscépica para isso é que, dado o microestado

(1) = (g™ (1), p™ (1)),
a distribuicao de probabilidade de um sistema é definida através da média
temporal dada por (no intervalo (0,77)):

tempo gasto em dq” dp" = 6t(T)

P (gV,p") = (2.1)

A média de uma varidvel termodinamica A(I'(¢)), no intervalo (0, T7), é dada
entao por:

tempo total = T

A4 = Y AD)pT(I)
r

B 5t(T)
= ZF:A(F) i

T A(t) dt
Tr '

17
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Quando tomamos o limite T — oo em geral o sistema tende ao equilibrio,
ou para algum estado estacionario, caso as condi¢oes externas se mantenham
constantes. Assim, a média de equilibrio é definida por

Zeq — lim M_

2.

Quando a fungao converge para um valor de equilibrio, podemos observar
que a média acima pode ser substituida por outra equivalente. Seja A(t) =
Aeq + a(t), onde a(t) é uma funcdo de média temporal nula. A integral
limp, 00 fOT Ta(t)dt — ag < oo, pois caso contrario sua média nao seria
nula. Assim, podemos definir a média temporal de equilibrio de Laplace via

T g o e AWM 0 — lim 2 A

Podemos ver que sao equivalentes as defini¢oes acima, quando acontece
a convergéncia: Ay, = A.y. Podemos ver:

_ e (A, t)) dt

A, — Lm0 © og g ta(t))d
z—0 fO e~ ?tdt

i . JoT e Fa(t)dt

= Aty TS

= Zeq+limz/ e *ta(t)dt.
0

z—0

Como a(t) tem média temporal nula, devemos ter
T
/ a(t)dt ~ T = a(t) ~ t*1
0
onde a < 1. Assim

o0 oo
/ e *a(t)dt ~ / e Pttt dt ~ 27,
0 0

Portanto -
lim z / e *a(t)dt ~ lim z 2~ = 0.
0

z—0 z—0

Isto justifica que se a funcao f(t) possui uma média temporal convergente,
essa média pode ser obtida por lim,_,¢ z f(z).
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2.2 Ensemble Microcanonico

Mas o que leva o sistema a um estado de equilibrio? Claramente é a dinamica
que o mesmo obedece. O teorema de Liouville nos da a pista de que pre-
cisamos: os estados do sistema que sao func¢ées do Hamiltoniano do préprio
sistema sao invariantes no tempo.

Para um sistema isolado, a energia é fixa, E = H(I'), e dado que a
distribuicao estaciondria deve ser funcao de H(I"), esta pode assumir a forma
microcanodnica coerente com a estacionaridade no tempo:

pi(T) = Q(lE) 5(E — H(T)),

onde Q(FE) = [dT'6(E — H(T)) é um fator de normalizacdo que mede o
volume accessivel do espaco de fases.

Da equacao acima vemos que todos os estados tem o mesmo peso es-
tatistico. Portanto, para um sistema cldssico isolado, todos os estados sao
equiprovaveis no equilibrio. Dai derivamos o Teorema Fundamental da
Mecaanica Estatistica:

Para um sistema cldssico isolado, todo (micro)estado accessivel no espago
de fases terd a mesma probabilidade se o sistema estd em equilibrio.

O contato com a termodinamica se da através da Entropia S(§2). Esta
funcao é uma medida interessante da desordem de um sistema. A entropia
deve ser extensiva para sistemas com interfaces despreziveis com relacao a
seus interiores (bulk). Dados dois sistemas independentes, a energia total, o
numeros total de estados e a entropia total variam como:

Er = FEy+ By
QT(ET) = Ql(El) X Q3(E2)
St(Er,Qr) = S1(E1,Q1) + S2(Ea, Q).

Portanto, a forma da entropia consistente com a extensividade e a inde-
pendéncia é:

SE,Q) = kplnQ(E),

onde kp é a constante de Boltzmann. Esta dltima muitas vezes é tomada
por kg = 1, de modo que a temperatura passa a ter dimensoes de energia.
A partir da entropia podemos construir a termodinamica.
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2.3 Ensemble Canonico

A forma microcandnica para a distribuicao de probabilidades é muitas vezes
complicada de ser usada do ponto de vista pratico. para sistemas grandes,
uma maneira mais accessivel é a distribuigao canénica, obtida para sis-
temas em contatos com reservatorios térmicos e que podem trocar calor com
0S Mesmos.

Seja um sistema completo T constituido de um sistema pequeno S (Ng >
1) e um reservatoério térmico R (Ng > Ng). A energia e ntimero total de
particulas obedecem

Er = Eg+ EgR
Ny = Ng+ Ng,

onde desprezamos a energia de interacao entre R e S.

Dado que a entropia mede o volume de fases explorado pelo sistema
quando as condic¢Ges externas, ou seja, o macroestado, estao fixas, ao vari-
armos este macroestado, a entropia procurard seu maximo espontaneamente.
Assim, devemos maximizar a entropia do sistema formado por R +S. Como

s s
QA =ekB — p® x e*B, podemos escrever

QR+S(ET) = ZQR(ET — Es) X QS(ES)-
Es

Como (2 cresce exponencialmente como fungao da entropia (que é exten-
siva o« N), praticamente toda a contribuigao para o volume total de fases
vem do termo max[Qr(Er — Eg) x Qg(Eg)]|Es- Isto se deve ao fato de que
se trata de uma integracao tipo ponto de sela [18].

Sabendo que g—g = %, obtemos que

ISr(Er — Es) | 0Ss(Es)

0
0Fs 0Eg
1 1
0 = —— +—
TR+T5
=T = Tg.

A probabilidade canénica de que um estado I'g seja escolhido é

Qr(Er — Es(T's))
Qrys(Er)
Qr(Er — Es) x Qs(Es)
Qris(Er)

ps(I's) =

= ps(Es) =
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Portanto

Qr(Er — Es(T'y))
Qris(Er)
eSr(Er—Es(Ts))/ks
Qrys(Er)
oSr(Er)/kp—GH Bs () /kp
Qpis(Er)

_Eg(Tyg)
x e *BTR

ps(Ts) =

Assim, a distribui¢do candnica é dada por

1 7Hs(1—‘s)
=ps(ls) = e BT,

_Hg(Tg)
onde Z =} pr e *s'r ¢éa funcao de partigao.

A interpretacao da fungéo de particao como fator de proporcionalidade
é simples de entender (Es = Hg(I'g)):

_Hg(Tg)
7 = Ze kp TR

s

__EBs
— ZQ(E5>6 kp TR
Es
TrSs—Eg
= Z@ kp TR

Es
cujo valor aproximado é dado por

—kB TR InZ = —max[TR Ss - ES]E; = min[ES - TR SS]EE = F(TR),

a energia-livre de Helmholtz do sistema.

2.4 Ensemble grand-canénico (de particulas)

Um sistema aberto pode trocar desde energia até particulas com sua viz-
inhanca. Quando isto acontece, podemos supor que o sistema estd em
equilibrio com um reservatério (de particulas, de energia, etc) pois em caso



22  CHAPTER 2. MECANICA ESTATISTICA E TERMODINAMICA

contrario o sistema S nao poderia estar em equilibrio. Assim, podemos de-
terminar as condi¢oes para o equilibrio, que sdo a maximizacao do volume
de fases accessivel:

Qres(Er,Nr) = > Qr(Er — Eg,Nr — Ns) x Qs(Es, Ng)
Es,Ng
SR—}—S(ET; NT) = SR(ET — Fg, Ny — Ns) + SS<ES, NS)

Er = Eg+ Eg
NT = NS + NRv
Maximizando a entropia total com respeito a Ng e Eg obtemos (9.S/0N =
—1/T)
Ts = Tgr
us = HUR-
Similarmente ao caso candnico, a probabilidade de equilibrio agora é
dada por:
Qr(Er — Es(I's), Ny — Ng(T's))
Qrts(Er, Nr)
S (ETfES(FS) Nr—Ng(Tg))/kB
o~ 952 Bs(Ts))/kn— gt Ns(Ts)/kp

rrNg(Ts)—Eg(l's)
e kpTgr

ps(Ts) =

R R R

A grand-fungdo de partigao se obtém (onde “dropamos” os indices do
reservatorio):

pNg(Tg)—Eg(Tg)

- >y S

[1]

Ng=0Ts(Ns)
“Ng _Es(Tg)
I
Ng=0 I's(Ns)

wNg  Fg(lg)

— § efsTe kT |

Ng=0

de onde obtemos que (ao escolhermos o valor maximo da integragao de ponto
de sela)

puNg — Fs(I's)

—kpTgr ln::max[ T

:| = min[ES—T SS—,LL NS]E; == @(TR),
N*
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o grao-potencial do sistema.

2.5 Termodinamica

No LT a distribuigao de probabilidades de equilibrio para um sistema se torna
exata, ou seja, como fungoes do tipo delta de Dirac, exceto para situacoes
tais como a que acontece na vizinhanga de um ponto critico, onde as flu-
tuagoes sao dominantes e se tornam infinitas em extensao (comprimento de
correlagao £ — 00).

Leis da Termodinamica, um pequeno resumo:

e Lei 0: define a existéncia de um termostato.

1 Lei: expressa a conservacao da energia.

e 2% Lei: leva a “seta do tempo”.

3% Lei: uma consequéncia da existéncia de um estado fundamental de
degenerecéncia finita.

2.5.1 Lei 0 da Termodinamica

Se um sistema C estiver simultaneamente em equilibrio térmico com dois
sistemas A e B, entao A e B estao em equilibrio térmico entre si.
Deduzimos que

o T(A)=T(C)&T(B)=T(C) = T(A)=T(B).

e Alguma varidvel do corpo C (termostato), tal qual o seu volume V,
pode ser usada para criarmos um termometro.

2.5.2 1% Lei da Termodinamica

A 1% Lei reflete a conservacao de energia térmica total £ quando um sis-
tema estd em contato com fontes de calor @ (trabalho microscépico transmi-
tido de forma desorganizada) e fontes de trabalho W (trabalho microscépico
transmitido de forma ordenada). Trabalho e calor dependem do processo
termodinamico enquanto que a energia é funcao de estado.

Forma infinitesimal (gases em processos reversiveis)

o dE = dQ + dW = TdS — pdV + udN
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e d() é o calor recebido pelo sistema

e dWW é o trabalho recebido pelo sistema

2.5.3 Processos Reversiveis

Sao processos termodinamicos realizados de modo extremamente lento e de
maneira que o sistema esteja em cada instante em equilibrio. Sao chamados
de quase-estaticos.

Um motor realizando um processo reversivel provera poténcia nula! Nao
sao muito eficientes!

Para estes processos podemos escrever dE =T dS+J dX, onde S é a en-
tropia e (J, X) sao a forga e o deslocamento generalizados, respectivamente.

Non-interacting gas

N particles
e o0 . = .
. * The process is irreversible!
....
=)
° o e 00
o ©®
V/2 V/2 e o v
.. L]
. -
LI . o
_ (e} (o}
. [0}
o . LIPS
The probability for the particles e o
spontaneously returning to the original e o

half of the volume is 1/2Nat a given moment

Figure 2.1: Processo irreversivel leva a aumento espontaneo de entropia.
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2.5.4 2% Lei da Termodinamica

A 2% Lei reflete o fato que, durante um processo termodinamico espontaneo,
vale para os volumes de fase Qa1 > Qinicial, dada uma mudanga nos
vinculos externos sobre o sistema.

A entropia é entao definida como S = kg In (2

Assim temos a forma para a 2% Lei: Stinat — Siniciat = AS >0

2.5.5 3% Lei da Termodinamica

No limite T' — 0, o sistema tende a ocupar o seu estado fundamental
(quantico) .

Supondo que a degenerecéncia de 1y seja go = 1. Assim S = kpInQ) =
kplnl =0.

Isto leva o calor especifico também a se tornar zero nesse limite dado que
limT_m AS= ].imT_)Q fOT dT % = 0.

Uma consequéncia da 3% Lei é que nao é possivel atingir 7' = 0, em um
ntmero finito de processos, pois a condutividade térmica (proporcional ao
calor especifico) se torna nula também.

2.6 Informacao e Temodinamica

2.6.1 Demonio de Maxwell

O “Deménio de Maxwell” (DM) é um medidor-operador que age sobre um
sistema e permite a violagao da 2 Lei da termodinamica.

O DM deixa passar as moléculas quentes (rdpidas) para a direita e as
frias (lentas) para a esquerda, mas nunca ao contrario. Isto é realizado
sem a necessidade de realizar nenhum trabalho. Ele parece violar a 2"¢ Lei
(Clausius).

Apés transformar as temperaturas em cada metade, podemos fazer uma
méquina operar entre essas duas metades extraindo trabalho.

A ideia é tentar realizar o DM por algum meio. R. Feynmann sugeriu a
criacao de um ratchet, como na figura 2.2. Como poderiamos “exorciza-lo”?
O préximo passo é tentar usar o DM para algo 1til, tal como extragao de
trabalho.
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2.6.2 MaAquina de Szilard

O DM ¢ na verdade um aparato baseado em medida e feedback, a partir do
resultado da medida. A segunda lei da termodinamica é muito limitante, e
pareceria ser possivel evitd-la, o que em principio parece simples. Apenas
seria necessario ter informagao sobre o sistema.

L. Szilard [10] propés uma méquina capaz de extrair trabalho apenas
usando uma unica fonte de calor. Em um processo isotérmico em que um
gas expande seu volume de V/2 até V', o trabalho total é

v Vodv
W = pdV =NkgT — =NkpT In2.
V/2 vz V
Quando apenas uma particula realiza o trabalho temos W = kg T In2. A
entropia do gas aumenta, ao se expandir isotermicamente, em N kg In 2.

A Méquina de Szilard (MS) funciona da seguinte maneira: um gés de 1
particula ocupa uma caixa de volume V', e temperatura 1. Sem realizacao de
trabalho, uma particao é rapidamente colocada no meio da caixa, deixando a
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Figure 2.2: Demonio Browniano de Feynmann: Gedankenexperiment com
T1 = T2 =T (W1k1ped1a)

particula aleatoriamente do lado esquerdo ou direito da particao. Realizando
uma medida sem (quase) nenhum custo energético colocamos o peso do lado
apropriado e deixamos a particula empurrar a particao até que ela ocupe o
volume total da caixa. Assim extraimos um trabalho Wg = kg T In 2 apenas
de um tnico reservatorio térmico. O exemplo acima é ilustrativo de um caso
de medida e feed-back. Mas a MS viola mesmo a 2% Lei?

A resposta é nao. Para podermos usar o detetor, o lado medido necessita
ser registrado em apenas 1 bit (1 é E e 0 é D). Para o sistema voltar ao
estado inicial e completar o ciclo, devemos apagar esse bit de memoria, o
que custa dissipar um trabalho dissipado Wp < —kp T In 2, que é o Principio
de Landauer [12]. Assim, o trabalho total gerado produzido pela maquina
corresponde a W =Wao+Wp <kpT In2—kgT In2=0. E a 2% Lei nao é
violada.

2.6.3 Informacgao e trabalho
Podemos estudar o problema da informacao x trabalho x calor a partir do

trabalho de Sagawa e Ueda ?7. Eles mostram que vale

I

<e—6 W—AI> _ o BAF
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=
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Fig. 1. = The operation of the Szilard beat engine. a) The onemolecule gas and the partition
Collisions are ot ballistic: the particle exchanges cnergy with the cylinder and the partition
|_|:| If we knoew on which side the molecule s we know how to stisch & nrfgb[

) Les Editions de Physiqus

Figure 2.3: Méaquina de Szilard: ao se medir, se a particula esta na direita ou
na esquerda, podemos determinar em que lado instalar o puxador, e assim
extrair trabalho apenas de uma fonte térmica de maneira ciclica. Ver M.
Magnasco [11]

onde AT é a variacao da correlagdo mutua

p(x,y)

Ty =00 Y ()

onde a média é a informacgao mutua

_ o) 1o P Y)
o) = 2o oy = 0

As varidveis x correspondem ao sistema e as variaveis y ao DM.
A desigualdade vem da entropia relativa D(p||q)

p q q
D(pllq) = pln= = — pln=> —p(=—-1) =0,
(pllg) Ex: . %: ) (p )

onde usamos
hw<w-—1cw<ev L.
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Desta ultima obtemos (w = e*)

u<e'—1s (u) <14 (u) <(e").

Desigualdade de Jensen

Para uma fungao convexa f(x), temos que

b—=x T —a

T fla) 2 f(6) = f (e = ta+ (1= 0)b) <t f(a)+(1-1) F(b)

f(z) <

que pode ser generalizado para (t; +ta + ...+ ¢ty = 1) para a Desigualdade
de Jansen:

flx=tiar+tras+ ... +tyan) <t flar)+ta f(a2)+...+tn flan), a1 <z <ap.

tf (z1) + (1= t)f (z2)

[tz + (1 —t)as)

Ty tey + (1 —t)zo T2

Figure 2.4: Usando t = (b — z)/(b — a) podemos mostrar a propriedade
de convexidade do texto. By Eli Osherovich - Own work, CC BY-SA 3.0,
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=10764763

O resultado acima pode ser provado por inducdo dado que vale para
n = 2, e se vale para algum n > 2, podemos escolher um ¢; que seja positivo
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nao-nulo e obter

n+1 n+1 t: n+1 t
f (Z ti a,-) = f <t1 a1 + (1 — tl) Z 1 —lt CLi) S tl f (a1)+(1—t1)f <Z 1 —ltl az-) s etc,
=1

i=2 1 i=2

pois vale a desigualdade para o segundo termo, e também

A forma probabilistica (f(z)) < f((z)) pode ser obtida no limite n — oo
de modo que (t; — dz p(x),a; — ) e assim

n+1

tia; deplx)z = (x
St o [ dep)z= (o

n+1

Sitifla) [ dep) (o) = (@),
i=1

e portanto, quando f(z) é uma fungao convexa em x, vale
(f(@)) < f({2)). (2.5)

Violando a forma simples da 2% Lei

Desta forma, a partir da quacao de jarzynski generalizada
<€fﬁ W7A1+BAF> —1
podemos escrever
1= <e—ﬁW—AI+ﬂAF> > e AW)—(ADFBAF o> _ 3 (W) — (A]) + BAF.
Assim o trabalho dissipado pode ser negativo!! Pois temos

Wp = (W) — AF > —kgT (AI.

Podemos mover calor da fonte fria para a fonte quente sem realizar tra-
balho! Basta utilizar a correlagao entre o sistema e o DM (reservatério de
informacao).



Chapter 3

Evolucao temporal de um
sistema

Nesta secao estudaremos a evolugao de um sistema que parte de uma condicao
inicial arbitraria e tende ao equilibrio quando ¢ — oco. Esta é uma maneira
eficiente de estudarmos os estados de nao-equilibrio pelos quais um sistema
passa.

3.1 Evolugao de um sistema Hamiltoniano classico

Comegaremos utilizando a evolucao exata classica de um sistema, baseada
nas equacgoes de Hamilton, e a partir dela determinar a evolugao de dis-
tribuicao de probabilidades do sistema. Esta serd dada pelo Teorema de
Liouville que desenvolveremos na sequéncia.

A mecanica classica determina a evolucao no tempo das varidveis dinamicas
de um sistema. Essa evolucao é governada pelas equacoes de Hamilton. Para
um sistema isolado de N particulas temos

o0H
S Nl
Di oq (3.1)

) 0OH
q’_ap@- (3.2)

onde o Hamiltoniano H(q",p”), para um sistema isolado, é dado por

N 2
P;
H=> :%—I—V(qN). (3.3)
=1

31
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Estas equactes sao equivalentes as Leis de Newton.

Como vimos, a definicio qV = (qi,...,qn) e pY = (p1,...,pn) as
posicoes e momentos do sistema. Seja uma funcio A(qV,p?,t)
B dq; 0 A dp; 0A 0A
dt Z dt 0q; ; dt 8pi+ ot’
OHOA OHOA O0A 0A
= ={AH
dt Z@pzﬁqz lzaqzap, ot = {4 H}+ at’

onde definimos o Paréntesis de Poisson:

0A 0B 0B 0A
4,5} = Zaqiapl Zzaqiapi 34
Definindo o operador de Liouville
iLf={H, f}—>iL={H,}, (3.5)
dA 6A

Mostraremos que para a distribuicao de probabilidades a N corpos,
p(q,p,t), o Teorema de Liouville nos d4:

d N N
= t) = 0. 3.7
dtp(q P, t) (3.7)

3.2 Exemplos calculaveis usando £

Vejamos dois casos onde uma solucao exata, e simples, é possivel utilizando-
se o formalismo de Liouville.

3.2.1 Oscilador harmonicos

Apesar das dificuldades mateméticas que aparecem para sistemas grandes,
podemos resolver alguns sistemas simples utilizando o formalismo de Liou-
ville. Seja por exemplo o sistema 1D dado pelo oscilador harmoénico descrito
pelo Hamiltoniano independente do tempo

2

p 1 5
H=2 1k

2m+2 7
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para o qual temos

OHO 9HO _, 0 pd

T 0q0p Opdg 0p moq

Podemos estudar a evolugao no tempo de ¢(t) dado que este obdedece a

., o
(j4 que G7 = 0)

g(t) = e *4(0),
onde o sinal de £ é trocado em relacao aquele do caso da distribuigao de

probabilidade p.
Vejamos algumas propriedades de L:

Lg = i£,
m
Lp = —ikg,
L%q = wig,
Lp = Wip,

onde definimos w? = k/m. os autovalores de £ sdo +wy, reais.
Assim temos

g(t) = e 'F'q(0)
S SR A0
n=0 :
_ s n (_t)Qn n - n : (_t)QnJrl n
= nz:,;(—l) 2n)! c? Q(O)+T;)(—1) Zm£2 L4q(0)
_ - n (_t)2n n 1 & n (_t)2n+1 n
= nz:%(—l) (2n)! c? Q(O)—Eg(—l) mﬁz p(0).

Como q e p sdo autofuncdes de £2, com autovalor w(Q] , podemos escrever

o0 _t)2n " 1 o0 —t 2n+1 "
) = 3 G o)~ 0 3 (50 (o
B 2 (wo t)* 1 & (wot)?ntt
= nz::O (2n)! q<0)+mw0n§ an+1y PO
= cos(wot) q(0) + sin (wg t) frfwo())’

onde a solucdo correta aparece diretamente. A extensdo para um numero
arbitrario de osciladores independentes é imediata. Para uma solucao mais
geral da Equagao de Liouville, ver [19].



34 CHAPTER 3. EVOLUCAO TEMPORAL DE UM SISTEMA

3.3 Teorema de Liouville

A evolucgao da distribuicdo de probabilidades do sistema conserva a proba-
bilidade total, pois ndo ha fontes nem “sumidouros” de probabilidades no
sistema. Assim, a variacao local de probabilidade em um volume arbitrario
corresponde ao fluxo de probabilidades na borda desse volume. Diferencial-
mente isto corresponde a:

)
(75 =-V-J, (3.8)

Temos J, = pV),, onde definimos vetor velocidade generalizada V, =
(¢, p"). Portanto

0
aif:—v'(pr):—pV-Vp—Vp-Vp

Temos:

dp 0Op
Ve= <8qN’3pN)’

v.v, = Z(aqz api'>:i< 0*H  9*H ):o,

9q; 0pi/ Z\Opidai 04q;Op;

que é a caracteristica de um fluido incompressivel. Temos entao

op No/o0p . dp dp
aﬁ‘z(%aq“’iap) —ApH} =50 =0.

i=1 o

O resultado acima verifica o Teorema de Liouville.

3.4 O fluido incompressivel de probabilidades

A derivada total no tempo pode ser interpretada como a variacdo ao longo
da trajetéria do fluxo, quando tratamos de um fluido. Isto pode ser visto
quando escolhemos uma fungao ¢(x,y,z,t) = ¢(x(t),y(t), 2(t),t) e calcu-
lamos a variacao de ¢ entre os instantes de fluxo ¢ e t + dt:

dp = ¢(x(t +dt),y(t + dt), z(t + dt),t + dt) — ¢(z(t),y(t), z(t),t) =

op 04, 0¢. 0¢ d¢
dt E—F%l‘—Fay +6:| dt |:dt}
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Vemos entao que o significado do teorema de Liouville é que o fluido de
probabilidades é incompressivel. Uma regiao ocupada do espacgo de fases
evolui ao longo do tempo dado que para um sistema Hamiltoniano as tra-
jetorias formam uma variedade onde as linhas de fluxos ndo tem intersecgoes,
ja que intersecgoes correspondem a duas velocidades distintas para o mesmo
corpo no mesmo instante. Um fluido formado por pontos de fase (N > N
micro-estados de um sistema, formando um “ensemble” dos mesmos) evolui
com sua densidade constante.

Um certo elemento de volume de fases inicial se deforma (por exemplo,
se bifurca a cada evento do tipo colisional entre as N moléculas do sistema),
mas mantém seu volume constante. De fato, para sistemas bem comporta-
dos, uma distribuicao inicial de pontos de fase concentrada se “espagueti-
ficacao” ao longo do tempo, de modo que apds um certo tempo o “espaguete”
extremamente fino ocupa a hiper-superficie de energia constante de modo
uniforme, levando a equiprobabilidade que define o ensemble microcanonico.

3.5 Resolvendo a Equacao de Liouville

A partir da equacado de movimento mais bésica para a distribuicao de prob-
abilidades, e Equacao de Liouville, equivalente as equacoes de Hamilton:

0 .
Splt) =i L p(t) = {H,p(0)} (3.9)
podemos obter a solugao formal

p() = 1 p(0) = ¢ p(a, p7)| (3.10)

(@¥.pV)=(a}.p})
Como calculamos a média temporal de p(t)? Como vimos em 2.4, esta
pode ser definida por

.17
<p>ia = Th_rgof/o dit p(t)

= lim z/ dt e p(t)
0

z—0t

2—0t

= lim Z/o dt e *t et~ p(0)

Podemos usar uma expansao de p(0) em autofungdes do operador de
Liouville ¢,, [19]:
Zﬁ(ﬁn = )\n¢n7
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onde temos, por razoes de convergéncia, R(\,) < 0. O caso A\, = 0 corre-
sponde as quantidades conservadas do problema. Em geral, os autovalores
serdao complexos, como vimos na secao 3.2. Assim

Podemos escrever:

eiﬁtp(o) — Z C%O)eil:tgbn — Z C%O)e/\ntgﬁ'ru

n

o0
<p> = lim 2/0 dte=* et p(0)

z—07t

o0
= lim z/ dte Z Oty
0 n

z—0t

= lim Z : C;O)gz)n.

Apenas as quantidades conservadas contribuirao, pois no limite z — 0% o
numerador serd nulo, com um denominador ndo-nulo, sempre quando A,, # 0.
Assim

conserved

z
< p>tg = lim E Z el
P “ z—0t - z " ¢n
conserved

= > Ao
n
Da maneira pouco formal anunciada acima podemos ver que o equilibrio
acontece quando o sistema evolui (z — 0 & T — o©0), e assim apenas
as quantidades conservadas contribuem. Encontrar as autofuncoes ¢, nao é
exatamente uma tarefa simples mas em teoria pode ser feito. Existem modos
mais eficazes de tratar este problema, como veremos na sequéncia.

3.6 Meédias temporais gerais

O formalismo mencionado acima pode ser aplicado de modo mais geral
e abrangente. A idéia é que dada uma funcio f(t) = f(qV,p",t) das
varidveis dindmicas, poderemos obter sua propriedades médias utilizando a
distribuicao de probabilidades de equilibrio.
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Assumimos que f(t) é suficientemente bem comportada de modo que sua
média temporal existe. Como vimos:

1T
<fao= Jim oo | dit f(t)
o t
= 1 dte =t f(t
gy e IO
= lim z f(2)
z—0

No Apéndice D mostramos como calcular a média temporal para a dis-
tribuicao de probabilidades para um sistema simples Browniano, que pode
ser expressa como D.10

Up o) — T lim S S2 [T QAP gpeip, (ZIQ)" (ZiP)" % T daa 2
plee) = Dmlim > 3 | oo e e
n=0n=0" " e —0 g=1 a=1\"qa
mntr HZ:{ R(iqq + ¢€) a=1 ‘ '

A partir desta expressdo todas as varidveis termodinamicas podem ser obti-
das.

Para muitos problemas mais interessantes, especialmente quando o niimero
de particulas é grande, solucoes simples para o calculo de médias temporais
nao sao realmente praticaveis. Nas proximas secOes veremos como tratar
sistemas realistas, grandes e pequenos, de modo a estudar a transicao entre
nao-equilibrio e equilibrio.

3.7 FErgodicidade: médias temporais e médias de
ensemble

Um sistema é dito ergddico quando, entre outras propriedades, inicialmente
a partir de qualquer ponto de fases do sistema I'y, o ponto de fases I'; passa
tao perto quanto se queira de qualquer outro ponto que se determine I'p,
ou seja, nao existem pontos inaccessiveis (mesma equisuperficies de energia)
isolados.

Este é o caso de um sistema com uma barreira finita de potencial.
Quando a energia total é mais alta que a barreira o sistema pode transicionar
entre as configuragdes de um lado e do outro da barreira (caso ergdédico). Se
a energia total for mais baixa que a altura da barreira o sistema fica preso
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uma das configuragoes, que depende das condigoes iniciais) R (direita) ou L
(esquerda). Este ultimo caso é nao-ergédico.

Neste ultimo caso a média temporal da distribuicdo de probabilidades
do sistema é perfeitamente definida e descreverd o comportamento correto
do sistema enquanto que o ensemble canonico assinala probabilidades simul-
taneamente para estados tipo R e tipo L. Assim, médias temporais e de
ensemble s6 coincidem quando o sistema for ergddico.

3.8 Movimento Browniano e Difusao

Uma referéncia moderna e interessante é [20], onde as principais definigdes
e aspectos historicos sao discutidos.

O Movimento Browniano (MB) é uma consequéncia da finitude (“lumpi-
ness” ) da matéria na escala atémica (nm). De fato, nessa escala as flutuagoes
térmicas sao fator preponderante na dindmica das particulas. Particulas
da ordem microscépica (um) sdo grandes o suficiente para serem obser-
vadas e pequenas o suficiente para ainda sofrerem a influéncia das flutuacoes
térmicas.

A chave para entendermos o MB ¢ a existéncia de uma separagao clara de
escalas de tempo entre a particula Browniana (M) e as particulas (moléculas)
do ambiente (m): a razao entre suas massas corresponde ao parametro pe-
queno € = \/% que nos permite separar as escalas de tempo da dinamica.
No proximo capitulo trabalharemos os detalhes da abordagem de separacao
de varidveis, mas a razao é que o operador de liouville do sistema se separa
em duas partes, térmica (T) e Browniana (B)

L=CLr+elp,

0 que nos permite obter equagoes efetivas, como na segao 4.1, para o MB. A
principal delas é a equacao de langevin, que veremos a seguir.

Como para particulas Brownianas tipicas € ~ 107° — 1079, a separacio
de escalas acima se torna muito boa. O movimento que resulta é tipica-
mente difusivo, ou seja uma caminhada aleatdria que nao tem caracteristica
balistica (s ~ vt) ou acelerada (s ~ at?). A trajetéria do MB é difusiva
(s ~ DV1).

Um exemplo simples da caminhada difusiva é dado pelo “random walk”.
Sejam N varidveis aleatdrias independentes X;—q . n (passos) com distribuic¢ao

1

p(X =+1) = 3
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Portanto temos os momentos

(X) = 2a+(1)=0,
(XiX;) = 5ij%(12+(_1)2):5ij'

Seja entao a caminhada

Supondo que o caminhante comega em R = 0, apds [N passos, sua posi¢ao
serd S. Cada caminhada realizada corresponde a um distinto. Se a média
(S) # 0, a velocidade tipica (balistica) serd

onde vemos que N tem o papel de tempo. Quando (S) = 0, a velocidade
tipica (difusiva) serd definida entao como
(5%)

VD = N

que mede o afastamento tipico da origem, por unidade de tempo. Calculemos
entao as médias de S:

&
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Portanto, a caminhada aleatdria descreve um movimento aleatério de
velocidade tipica

S
I
=5

1

2~
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Este tipo de movimento é tipico de solugoes da equagao de Langevin.

Podemos também estudar a probabilidade de que o caminhante esteja na
posicao S = R apds N passos. Os passos possiveis sao dados para a esquerda
Ny, e para a direita N de modo que Ny, + Nr = N. Portanto

1 NI
—R=(Ng—Ny)<nN)= — —_
(S =R=(Ng=Ni) <nN) = o5 33
N N
1 N! NeyN-Ng _ A+ DY
- T NmyN-Np_ T g
= 2 PR =) 5y Nal(N — Np)! N

Np=0 Ng=0

Podemos utilisar a aproximacao de Stirling
N~ 2re NN+

onde
t x

N=Z, R=1,
T

a
onde 7 e a sao as escalas de tempo e dislocamento, respectivamente. O limite
para o continuo é dado por lim; 4.

Vemos que pela expressao de Stirling, a probabilidade serd da forma
e N¢WNRr) que pode ser aproximada, after a little algebra, como

_(NR*NL)2
N

p(R) = p(NR) x e

Tomando o limite do continuo, escrevemos:

H o lim e HE
plot) o e
2
— *limr,aaoa%%
1 22
= p(x,t) = —F——=e 201, (3.11)

&
Ver Dt

onde o coeficiente de difusao é
2
.a
D= lim —.

T,a—0 T
E facil verificar que p(z,t) satisfaz a equagao de difusao

0 D ?
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com a condicao inicial
p(z,t =0) =6(x).

Na sequéncia trataremos dos tipos de equagoes de evolucao mais comu-
mente encontradas. Elas se dividem basicamente em trés tipos: equacoes
de evolucao para as varidveis dindmicas (eq. candnicas, eq. de Langevin);
equagoes de evolucao para as distribuigoes de probabilidade (eq. de Fokker-
Planck, eq. mestra, eq. de Boltzmann, eq. de Liouville); eq. de evolucao
para as médias (eq. hidrodinamicas, mode-mode coupling).

3.9 Equacao de Langevin

3.9.1 Exemplo de osciladores acoplados

Podemos entender o aparecimento da aproximacao de Langevin via um e-
xemplo trabalhado por Zwanzig [16]. Vamos supor que um conjunto de os-
ciladores (z;, p;, comi = 1,..., N) unidimensonais de massa m, e frequéncias
w;, esta acoplado a uma particula Browniana de massa M. O Hamiltoniano
total é dado por

p? N p?  muw? i 2
H=— X X Llx— —— X ) 1
577 T U )+i:21 T {x — } (3.13)
onde ; sao constantes de acoplamento.
As equagoOes candnicas sao
dX P
—_— = — 14
o e (3.14)
dP U i
— = —== i | @i — X, 1
dt 0X +;V (:c mw? ) (3.15)
dz; Pi
= = 3.1
dt m’ (3.16)
dp;
d% = —mwlr+ v X. (3.17)

Tomando X = X(¢) como fonte externa, uma solucdo particular para as
equagoes 3.16-3.17 pode ser obtida pelo método (matricial neste caso) da
funcao de Green. Podemos escrever

dy d T; 0 L T; 0
27 =2 — m =M .
dt dt <p1> (—mw?:ci 0 > (pz>+<71X> w—i_n
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A funcao de Green é
Gt —t') =0t — ') M=),

e a solugao é dada por

zi(t) = 7;1)(;1(;) - /Ot dt’ m7;2 cos [w; (t — )] d);(/t/) +
= {a:z(O) - ,y;n)iu(g)} cos [w; t] + &;(0) Sinjjji t]. (3.18)

A equagdo 3.18 pode ser insertada na equacao 3.15 dando a equagao

ap U [t L dX(1)
o e o L R 0] (3.19)
onde
N 72
((t) = — coslwit],
i=1 ?
(S

mw; wj

S ' sin |w;
£ty =2 Hxi(o) - %X(20>} cos [w; t] + ;(0) [Zﬂ] .
i=1

Observe que até este ponto as equagoes sao totalmente sujeitas a reversibil-
idade temporal, e nenhuma informacao sobre a temperatura do meio foi
dada.

Se tomarmos as condicoes iniciais como sendo canonicamente distribuidas
por

mw;

| o~ [ m2(0)
P(#:(0),24(0), X(0)) ocexp —B8 Y 2+ 2
=1

=t
——
8

=
|
3
s |2
<o

<
P
(=]

S~—

)
N————
——

obteremos as médias seguintes

@) =0 (3.20)
(&) = ksTct—1). (3:21)
Se as escalas de tempo dissipativo forem pequenas em compara¢ao com

a escala do experimento, podemos fazer ((t —t') — v (¢t —t') e obtemos o
resultado correspondente ao ruido Gaussiano branco.
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3.9.2 Caso geral

Quando um parametro pequeno € existe podemos, em muitos casos, reduzir
a equacao de Liouville, equivalente as equagoes canonicas, para equacoes
efetivas para as varidveis lentas do sistema, como na secao 3.7.

A essa equacao chamamos em geral de equacao de Langevin, ou “Langevin-
like” (quando nao -Markoviana). Este tipo de equagdo, que se aplica as
variaveis lentas do sistema, tais como a posicao e o momento da particula
Browniana (M), tem a forma geral

P(t) = —/_; drT(t — 1) P(1) — == + (1), (3.22)

onde
1

rt—t)= VT (n(t)n(t')) .

Quando o ruido n é Markoviano temos em geral (quando o ruido é de-
scorrelacionado no tempo)

() n(t")) =2yTo(t - 1),
o que nos dé a equagao usual

ﬂj\y) - g—l‘; + (). (3.23)

Esta equacao é a base de muitos tratamentos de sistemas que vao de
particulas Brownianas a precos em uma economia. Uma aproximagao muito
usada ¢ dita superamortecida (overdamped) quando M /vy — 0. Neste caso
o movimento fica escravizado pela for¢a instantanea:

19V
V()= ——"Z 4

R in(t). (3.24)

3.10 Processos Markovianos

Uma importante classe de processos corresponde aos processos em que a
memoéria dos sistema tem curta duracao, ou seja, se a escala de tempo de uma
medida é longa, comparada a escala de dissipagao da meméria do processo,
podemos prever o proximo estado de um sistema apenas sabendo o seu estado
atual. Neste caso, a configuracao futura do sistema pode ser prevista como
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funcao apenas da configuracao instantdnea do sistema, sem necessidade de
levar em conta seu passado.

De um ponto de vista mais matematico, dado um processo estocdstico
definido por Y (¢) onde a varidvel Y assume os valores y € R em cada in-
stante. Assim, para um Markovi babilidad dicional!

. , D processo Markoviano, a probabilidade condiciona
nao depende dos instantes anteriores:

Pipn—1Yn, taly1, t13y2,t2; - -3 Un—1,tn—1) = P11 (Yns tnlyn-1,tn-1).  (3.25)

Assim, podemos escrever a forma de p,, como

Pr(Y15t15 3 Uns tn) = Prjn—1 Wns talyr, t15 5 Yn—1, tne1)Pn—1 (Y1, t15 - - -5 Yn—1, tn—1),
(3.26)

o que, continuando para os n instantes, pode ser escrita como

Pr(Y15t15 -3 Uns tn) = D1t (Yns tnlUn—1,tn—1) - P11 (Ya, talyr, t1)p1(ys, t1)
(3.27)
onde p1|1(yi, tilyi—1,ti—1) é a probabilidade condicional de transigao de que
o sistema esteja em (y;,t;), dado que estivesse em (y;—1,t;—1). A probabili-
dade em multiplos instantes pode ser expressa como funcao da probabilidade
condicional py|; e da probabilidade inicial.
Duas propriedades importantes sao a normalizagao

/ dy1dys ... dynpn(Y1,t1;y2,t25 . 5 Yns tn) = 1, (3.28)

e soma marginal

/ dyrdys ... dyk pn(Y1,t1592, 625 -5 Uns tn) = Pk (Ukt1s tht 15 - - -3 Yny tn).

(3.29)
A probabilidade de transicao também é normalizada:

D2(Yit1, Liv1;Yis bi p1(Yi, i
/d’yiﬂpm(%ﬂ,ti+1|yz',ti):/dyi+1 (Wirs, titiyints) _ P ) = 1.
pl(yhtl) pl(ylvtl)
(3.30)

'Relembrando que a probabilidade condicional de que o evento A aconteca dado que
B aconteceu é dada pela relacao de Bayes
2 (Av B )

pin(AlB) = “pi(B) < pin(A|B) p1(B) = p2(4, B).
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Para um processo Markoviano, toda probabilidade conjunta p,, pode ser
escrita como um produto entre py|; € pi : 2

Pr(Y15 153 Yns tn) = D1t Uns talYn—1,tn—1) - - - p1p (Y2, talyr, t1) p1(yr, t)-
(3.31)
3.10.1 Equacao de Chapman-Kolmogoroff

Um processo Markoviano obedece a uma propriedade importante, que é a
equacao de Chapman-Kolmogorov (CK)

p2(Ys3,t3; Y1, t1
pip(ys, talyr, t1) = p2(ys, t3;y1,11)

p1(y1,t1)
_ /d p3(ys,t3;y1,t1; Y2, t2)
p1(y1,t1)
_ /d p3(y3,t3; Y1, t1; Y2, t2) p2(y1,ti; Y2, t2)
p2(y1,t1; Y2, t2) p1(y1,t1)
onde obtemos a CK:
pin(ys, talyi, t1) = /dy2p1\2(y37t3\y17t1;y2,t2)p1\1(y2,t2\y1,t1)

/dy2p1\2(y37t3\y2,t2)p1|1(y2,t2!y1,t1)~

(3.32)
Outra relacao importante:
p2(y3, t3; Y1, 1)
p(ys, 3y, t1)) = ————————
1 | ) p1(y1,t1)
= p2(ys, t3;y1,t1) = pui(ys, talyr, t1) p1(ys, t1),
e finalmente
pi(ys,t3) = /dy1pm(y&fs\ylatl)m(ylvtl)- (3.33)

2Sejam (A, B, C) eventos tais que t4 > tp > tc; podemos escrever:

p(A, B, C) p(B,C)

PAB.C) =" 6 plo)

p(C) = p(A|B,C) p(B|C) p(C) = p(A|B) p(B|C) p(C).
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Estas equagoes sao tipicas para a evolucao de sistemas que perderam sua
coeréncia. Para sistemas quanticos coerentes, A fase da funcdo de onda é
essencial na interacao (como no caso do experimento de Young). Quando
a coeréncia do feixe é perdida, apenas a probabilidade (V* ¥) importa, nao
mais a fase. Isto é o que se passa com um sistema quando os termos nao-
diagonais da matriz densidade desaparecem e apenas os termos diagonais
(probabilidades) sobrevivem.

3.10.2 Equagoes Mestras

Uma equagao mestra é uma equacao para a evolucao da distribuicdo de
probabilidades (ou mais corretamente, da matriz de transicao entre os esta-
dos) [17] no tempo, para um processo Markoviano estacionario

Assim, escrevemos para estes processos:

Tr(y2ly1) = pip(y2,t+7lys,t). (3.34)

As matrizes de transi¢ao T (y2|y1) pode ser expandida em poténcias de 7.
Para processos em tempo continuo (em contraste com tempos discretizados)
escrevemos [17]

Tr(pelyr) = [1—ao(y1) 7]8(y2 —y1) + 7 W (gelyr) + O(r%), (3.35)

onde W(yz2|y1) é a probabilidade de transi¢ao, por unidade de tempo, de
y1 — y2. A quantidade ag é

ao(y1) :/dy2 W (ya2ly1)-

Observe que Ty (y2|y1) esté perfeitamente normalizada até a ordem O(72).
Substituindo 3.35 em 7.5 temos:

Trimlysln) = (L= aolys) ) Tolvalyn) + 7 [ dyo W (usly) T (el
Remanejando termos e dividindo por 7/, e em seguida tomando o limite

7" — 0, temos a Equagao Mestra

;_TT(?/BWI) = /d?/2 W (ysly2) Tr (y2lyr) — W (yzlys) Tr(yslyr) } -

(3.36)

3Processos estaciondrios sé dependem de t2 — t1, mas nao de t;
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Observe que esta equacao é uma equacao para a evolucao de uma matriz
de transigao 77 (ys|y1), e ndo para uma probabilidade de ocupagao de um es-
tado! Contudo, podemos multiplicar ambos os lados de 3.36 por py(y1,t1 =
0) e integrar em y; obtendo (usando T (y,y1) = T+ (y|y1)p1(y1,t1)):

o = [ @ (W) n@.n) - Wm0} (337

Quando o conjunto de estados é discreto, podemos escrever (pi(y,7) —
pn(7)):

0
apn(T) = Z {Wa pr (7) = Wi pu(7) } - (3.38)
n/

Observem que as equagoes mestras acima sao constituidas de dois ter-
mos: um termo de criagao de probabilidades que representa transicoes de
outros estados para o estado n; um termo de destruicao de probabilidades
que representa transicoes do estado n para outros estados, similarmente a
equacao de Boltzmann.

Exemplo

Para o decaimento redioativo, dados N atomos ativos no instante ¢t = 0, qual
é a probabilidade de encontrarmos M < N atomos ativos no instante ¢t dada
a probabilidade de decaimento de v por atomo por unidade de tempo? A
equacao mestra que este sistema obedece é

pm(t) =v(M + 1)prrya(t) — yMpp (t).

Esta equagao pode ser resolvida pelo método da fungao geratriz. Defini-
mos a mesma como

N
F0Lt) = 3 A pa(d).
n=0

A funcao geratriz “gera” as probabilidades da seguinte forma:

pn(t) = L o F()‘vt)

=t M|
Observe que F(A=1,t) =1, F(\,0) = AN e que F(\,00) = 1.
Assim, multiplicando a EM acima por AM e somando de 0 a N (tomare-
mos py+1 = 0 identicamente) obtemos:

BF(\1) = (1 —\) 9y F(\,b). (3.39)
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Para resolver o problema acima podemos fazer a mudanca de varidveis
v =1In(1 — \) que nos da:

OcF(v,t) =0, F(v,t),

que é uma equacao do tipo onda, cuja solugao é da forma ¢(z = vt — v).
Dadas as condigoes que esta solugao deve obedecer, podemos ver que deve
ser da forma

FOL ) = (1—e ) = (1-e7(1 - /\))N.

E facil verificar que esta solugao satisfaz a equagao 3.39 e as condigoes F'(A =
1,t) =1, F()\,0) = AN e F(\ 00) = 1.
Podemos expandir a solu¢ao acima:

™=

3
I
o
—~

F(\t) = (1) ™71 — A)"

s

N! n!
1 n+k fn'yt)\k
AN = R e

I
M=
M:

3
I
o
il
o

N! n+k —nvyt vk
N =k =gy YA

I
™=
NE

3
Il
<)
e
I
=

Y AR

I
hWE
M:

a
£

ol

i
o
e
Il
o

Portanto, podemos identificar a propriedade pg(t) como

M=
D
=
=

pr(t) =

3
Il
=

N ik
REDIEICE A e,

[
hWE

3
I
=

Observe que py(t) = e~ N7 que corresponde & probabilidade de que cada
atomo sobreviva pelo tempo ¢, ou seja (e_Vt)N. A probabilidade py(t) é

N

Z 1)n e—n'yt (1 . e—fyt)N7
n= 0 - n 'n'
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é o produto das probabilidades de que cada atomo tenha decaido no tempo
t (dada por 1 — e™%).
A média de dtomos sobreviventes no instante ¢, (N) (t) é dada por

N
(N) (1) = Z npn(t)

B
= ol
0 N
- = _ o1
5 (1-e1-) .

= N (1 —e (1 - /\))Ni1 (efvt)

—t
= Ne 7

A=1

A=1

o que recupera um resultado esperado.

3.10.3 Classes de Matrizes-W

E importante entender as propriedades da matriz W,,,, definida por:

k

Isto nos permite escrever a equagao mestra na forma matricial:
p=Wnp. (3.41)
Algumas propriedades seguem listadas abaixo.
e Wym > 0 para n # m.
o > Wnm =0, para cada m.

A segunda propriedade acima garante que existe um auto-vetor a es-
querda, ¥ = (1,1,...,1), com autovetor nulo: ¥pW = 0. E s6 lembrar
que o determinante de YW — MA deve ser nulo, seja para o caso left ou right!
portanto, o espectro de autovalores é o mesmo para os dois casos. Entao,
podemos mostrar que existe um auto vetor a direita ¥p com autovalor nulo:

WO =0,

0 que mostra que existe um estado estaciondrio pss = ¥p de modo que
pss =0.
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Equilibrio.

No equilibrio temos

0
7pn(7-) =0= Z W prr (1) = Z Wirn pn(T).

0
O fluxo de probabilidades de um estado n para todos os seus vizinhos é com-
pensado pelo pelo fluxo inverso. Existe uma condi¢ao mais forte chamada
balanco detalhado, que veremos a seguir.

Balanco detalhado.

Para sistemas cujo Hamiltoniano é par nos momentos, podemos mostrar que
os fluxos de probabilidade sdo simétricos no equilibrio:

ss __ ss
Wnn’ Pp = Wn’n Pn -

A razdo é que para cada trajetéria zp = (q(t),p(t)), parat = 0 — T,
existe uma inversao temporal (t — —t;q(t) — q(7 — t);p(t) — —p(T — 1))
que refaz a tal como a figura 3.1.

Portanto o fluxo microscépico de probabilidades de estados “verdes” para
“azuis” é simétrico e o balanco detalhado é obedecido.

3.10.4 Equacao de Fokker-Planck

A forma diferencial da equacdo mestra para sistemas de estados continuos
se chama Equacao de Fokker-Planck. Dada a equacao 3.37

%pl(yﬁ) = / dy' {Wly)p1 (v, 7) = W' ly) p1(y, 7)}

podemos considerar passos diferenciais r = 3y’ —y e que a matriz de transicao
W(y'|y) = W(r,y) varia pouco com y.
Assim temos

0

sn(r) = [ dr (W ry+nply ) - Wiy m. )}
2 92
2 0y

r {W(—T, y)pi(y,7) —r (.ny(—h y)pi(y, 7) +

Wy )+ﬁa—2W(— )p1(y,7)

T ay W yn ) 5 5 s WEnyn ) s
9 r2 92

r {r gy () n:7) + 5 5 W y)pl(yﬁ)} )

W(=r,y)p1(y,7) = W(r,y) p1(y, T)}
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Figure 3.1: Trajetéria inversa: como as varidveis conservadas (energia) sao
pares em p, o fluxo de probabilidades entre os estados “verde” e “azul” é
conservado.

de onde obtemos a Equacao de Fokker-Planck (FP):

D prm) = L@@ + 2 (el )
anl Y, = By 1Y) p1\y, 2 0y? 2(Y) P1\Y, )
onde os momentos de salto sao definidos por
an(y) :/drr" W(r,y). (3.42)

A equagao de FP é uma equagao para o fluxo de probabilidades J(y, 7)
definido pela equacao de continuidade:

0 0
Epl(ya 7_) - _87y J(ya 7_)7



52 CHAPTER 3. EVOLUCAO TEMPORAL DE UM SISTEMA
onde o fluxo é dado por

J(y7) = —ar(y) pr(y.7) fy (a2(y) p1 (7)),

1

2
onde o primeiro termo a direita é um termo de “drift” (a; é uma velocidade)
e o segundo termo é do tipo difusivo.



