Dos campos as particulas

Vamos partir do formalismo Lagrangeano para campos como a base de
nossa descricao da Fisica de particulas. O Lagrangeano serd visto como
o objeto a ser construido, devido & sua invaridncia perante as simetrias
pertinentes, que estabelece restrigoes sobre suas formas possiveis. A partir
desta constatacao, desenvolveremos uma abordagem centrada em um ponto
de vista funcional que ird nos permitir avancar rapidamente na definigao
dos objetos tedricos importantes para a andlise da dinamica dos sistemas
de particulas. Iremos centrar nossa andlise no campo escalar real, para evi-
tar complicagoes desnecessdrias a uma primeira abordagem dos tépicos em
questao.

1 O campo definido através das equacoes de
movimento

A equacao de campo para um campo escalar real pode ser obtida de um
principio de acao. E fécil ver que a agao

s = [atae = [ats (5 @0) @) - gme?)

é a tinica (a menos de uma constante multiplicativa e de uma quadridivergén-
cia de uma fungao escalar) que produz a equacao de Klein-Gordon. A partir
dela, encontramos o momentum canonicamente conjugado
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e calculamos os paréntesis de Poisson basicos (em tempos iguais)

o 0 4 (00 (x)om om(y) oo (x 3 o 0
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A quantizacao do sistema cldssico acima envolve a correspondéncia entre a
grandeza cldssica A e um operador A (resp. B) e a proposigao da dlgebra

{A, B} — 1 (A, B].
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A equacao de movimento do sistema acima é equacao de Klein-Gordon
(O+m?) ¢ (z) =0.

Ao quantizarmos o sistema, seguindo o esquema proposto acima, a equagao
de Klein-Gordon serd também a equacao de Heisenberg para o operador
de campo ¢ (z). Partindo desta equag@o, podemos obter uma expressao
para ¢ (z) em termos de operadores de criagdo e aniquilagao, que é o ponto
de partida para definir uma teoria consistente para particulas de spin 0.
Vamos precisar, para isso, das relacoes de comutacao canonicas, obtidas da
correspondéncia com os parénteses de Poisson cldssicos.

[gb (xo,x) T (xo,y)} =i6®) (x—y),
[0 (2°,%) ¢ (2% y)] = 6@ (x —y),
[7 (2, x) 7 (2% y)] = i0® (x —y).

De fato, dado que a equacao de Klein-Gordon é linear, solugoes particulares
para ela podem ser escritas como

¢p(x)=a(p)e ", a(p)e””
com os parametros p sujeitos a condigao
—pu P +m? = 0.

Esta condicao deixa apenas 3 pardmetros independentes, py, ps e p3, em
termos dos quais expressamos py > 0:

po = Vo TR

A solucao geral, é

d4p —ip-x - ip-x

qb(x):/ 427r6(p2—m2)0(p0) (a(p)e + a(p)e )
(2m)

Impondo a condigao de realidade, ¢' () = ¢ (z), observamos que a(p) =

a’ (p). Tomamos p° como varigvel dependente e integramos a delta usando

a formula
5(f (7)) = ——— (pO—\/@zi—m?% 5(p0+\/m).
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Com isso, obtemos

o) = [ T2 (e + ol (p)e").

2p0

m(z) = (x) = — (2;)3 /% (a (p) Pt (p) eip_z> |

onde o fator (27?)_3 foi introduzido por conveniéncia posterior (mas atengao:
a expressao do campo é essencialmente uma transformada de Fourier dos
operadores a (p) e a' (p) em relagdo ao momentum; este fator é mais do que
esperado!). No entanto, os operadores a (p) e a' (p) ainda estdo indetermi-
nados. Para obté-los, substituimos as expressoes de ¢ () e ¢(x) na relagao
de comutagao entre eles em tempos iguais. Como resultado, obtemos

a0 (p) ,af ()| = (27)° 2°0 (p — B,

a0 (p) a0 (9')] = [a (p) ,a} ()] = 0.

2 Funcgoes de Green e funcional gerador

As equacgoes de movimento obtidas da maneira acima sao completamente
equivalentes as equacoes de Heisenberg

que, por sua vez, sao satisfeitas pelos campos interagentes

¢ ([L’) — ein¢0 ([L’) e—in7

em termos dos quais fomos capazes de expressar os elementos da matriz S,
através da férmula de reducao. O campo ¢g é um campo livre, satisfazendo
a equagao de Heisenberg na auséncia de interacao, gerada pela Hamiltoniana
HO;

o () = < 16n (2)  Ho].



Os campos interagentes sao usados para construir as fungoes de Green,

G (1,0, Tm) = (O] T (¢ (1) .--¢ (xm)) [0) ,

que sao os elementos-chave para a construgao da matriz S, como vimos no
capitulo anterior. O cdlculo dessas funcoes envolve, entao, a solucao exata
das equacoes de Heisenberg interagentes, o que, atualmente, parece fora de
alcance.

Uma estratégia alternativa consiste na definicao de um objeto associado
as funcgoes de Green, o funcional gerador

. N - 4
Zj] = Z g /d4;1:1...d4:cm] (1) oJ () G (21, ey Tn)
m=0 ’

—(0|T (Z %/d4$1...d4$mj($1)¢($1) ] (:vm)d)(:ﬂm)) 0)

07 [exo (i [t @0 0) |10

Podemos obter todas as fun¢oes de Green da teoria aplicando derivadas fun-
cionais em relacao a j (x) sobre Z [j], como abaixo

G (21, Tm) = (O] T (¢ (21) -9 (2m)) |0)

- (1)m® ememdti

E preciso, para prosseguir, encontrar um método para cancular Z [j]. Isto é
o que faremos na secao seguinte.

3 A construcao de Symanzik

Vamos definir o operador

exp <Z /x:O dyo/d?’yj (yo,y)¢(y°7y)>] :

E(zg,20) =T




Podemos ver que, para zg < 2o < Tp,'

E(2°,2°) =T |exp (2/0 dyo/dgyj (v y) ¢ (v°,y) +i/0 dy”/d3yj (yo,y)qﬁ(yo,y))]
=T |exp (2/0 dy“/d?’yj (yo,y)qﬁ(yo,y))]

ex (2 i dy)° / d*yj (yO,Y)¢(Z/O>Y)>]
)

ZEO
=E(2°,2°) E (2%«

x T

Desta forma,
Z [j] = (0] E (00, —00) [0) = (0| E (00,2°) E (2%, —00) |0) .

: _ (.0
Assim, para um z* = (2, x),

GM(L))I)ZU] = (0| T (¢ (x)” exp (z’/d4yj (v y) ¢ (yO,Y))> 0)

— (01 E (50,2%) 6 @) E (s, ~0) 0).

!Uma maneira de entender melhor esta férmula é supor que estejamos considerando

um operador
T ( eA+B)

onde, embora A nao necessariamente comute com B, T faga com que B atue sempre depois
que A. Assim,

T (e**P) :T<1+(A+B)+21!(A+B)2+31!(A+B)3+-~-)

1
:T<1+(A+B)+2'(A2+AB+BA+B2)
+$(A3+AAB+ABA—|—BAA+ABB
+ BAB + BBA+ B®) + ...)
:1+(A+B)+%(TA2+2BA+TB2)

+ % (TA®+3BTA®+3TB*A+TB%) + ...

= TeBTe?.



Vamos usar as propriedades acima para estabelecer uma equacao diferen-
cial funcional para Z [j]. Para isto, consideramos as equagoes de Heisenberg
para o campo escalar na presenga de uma interagao V (¢),

0 = (0] E (00.2°) { (D +m?) 6 (2) + V" (6 (2))} E (a°, ~00) [0)

Podemos retirar as derivadas espaciais do valor esperado, assim como trans-
formar o operador de campo em derivadas funcionais agindo do lado de fora,

2 2 1 5 / 1 5 .
0= (-9 ) (i5505) +V (i) 20
012 (00, 0) {086 (2)} B (20, ~o0) 0

- @-v) (355) +V (i) 70

+ (0| E (00, 20) {95¢ (2) } E (w9, —00) |0)

— 95 (0] E (00, 20) ¢ () E (20, —00) 0) .
O primeiro termo recompoe a forma original das equagoes de movimento, com
¢ (x) substituido pelo operador +4/8; () atuando em Z [j]. Vamos trabalhar

um pouco a diferenca entre o segundo e o terceiro termos. Para isto, notamos
que

0o (0| E (oo,xo) ¢(x)E (xo, —oo) |0) = (0] (80E (oo,xo)) ¢(x)E (xo, —oo) |0)
+ (0| £ (oo,xo) (0o (x)) E (xo, —oo) |0) + (0| E (oo, xo) o (z) (80E (xo, —oo)) |0) .

Por outro lado,

00F (00,4%) =l (F (00,2" + €) — F (00, 1%))
_ ?L%é (B (00,2° + &) — E (00,2° +¢) E («° + £,29))
= il_rz%éE (00,2”+¢) (1 - E (2°+¢,2%)) .

Notando que
E (2" +¢,2°) = Texp <z/ dy”/d3yj (v°.y) ¢(y°,y)>
LEO
~ T exp <z’5/d3yj (azo,y) [0) (a:o,y))

~ 1+ z‘s/d?’yj (xo,y) 0] (JUO,Y) )

20+



obtemos, no limite em que € — 0,

OoE (00,2°) = —iF (c0,2°) ( / dyj (2, y) 6 (xo,y)> |

Similarmente,

E (", —oo)-i(/dgyj ($O,y)¢($0,y))E(x0,—oo).
Assim,
(0] (OoE (00,2°)) ¢ (z) E (2°, —o0) |0)
= —i / d’yj (°,y) (0] E (00,2°) ¢ (2°,y) ¢ (2) E (2°, —00) |0) ,
(01 E (50,2") 6 (2) (96 (2%, —o0)) [0)
=i [ i (2.3) (01 B (.2°) 6 ()0 (+°,) E (s, ~0) [0}

Como [¢ (z9,%), ¢ (xg,y)] = 0, estes dois termos se cancelam e obtemos
finalmente

9o (0| E (00,2°) ¢ () E (2°, —00) |0) = (0] E (00, 2°) (899 (2)) E (2°, —o0) |0)
= (0| E (oo,xo) T (xo,x) E (xo,

Atuando mais uma vez com Jy, obtemos

95 (0| E (00,2°) ¢ (z) E (.CL'O —00) |0)

= (0] (8oE (00,2")) 7 () E (2°, —00) |0) + (0| E (00, 2°) (8o (2)) E (2°, —00) |0)

+ (0| E (00,2°) 7 (2) ( (:c —00)) |0)

)
=i [0 (09) (O F (00.8") 6 (°.9) 7 (o) B (o, =) )
(0] E (00,2 (826 (2)) E (2, —o0) |0)
+i / @yj (0,y) (0] E (00,2°) 7 (2°,%) 6 (2, y) E (2°, —o0) |0)
= (0] E (00,2°) (950 (2)) E (2, —00) |0)
i [ (#.3) 018 (0,47 [6 (2, 3) 7 (62, %)] B (2, —o0) 0

= (0| E (00, zo (8§¢ )) E —00)10) +j (x) (0| E (oo,:no) E (a:o, —oo) |0)
) E

x )
= (0| E (00, 20) (959 —00) [0) + 7 (z) Z [j].

) (950 (
) (059 (=

(l'(),
(l'(),
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Com isto, obtemos nossa equagao diferencial funcional para Z [j],

Lewrm) (3505) +v (350 ) ~i ) b 21 =0

Lembrando a origem das equagoes de Heisenberg (generalizagdo quantica de
equagoes cldssicas obtidas através de um principio de a¢do) podemos escrever
a equacao acima numa forma mais geral

{ 55 [¢]

0o (x) é
Derivando funcionalmente estas equagoes em relagdo a j(x1), j(x2),..., €
fazendo os j iguais a zero no final, obtemos um conjunto infinito de equacoes
diferenciais parciais para as funcoes de Green. Elas sao chamadas de equacoes
de Dyson-Schwinger e sao o equivalente funcional das equagoes de Heisen-

berg. O problema dindmico pode ser formulado agora como a tarefa de
resolver equagoes diferenciais funcionais e obter Z [j].

_1_3
=i5@

+j<x>}zm —0.

4 A solucao perturbativa e as regras de Feyn-
man

Como sempre ocorre, a solucao deste problema nao é conhecida fora da teoria
de perturbacgoes. Para obter uma solucao perturbativa, vamos inicialmente
considerar o problema livre

1 9
O S [ (R P Zy[j] = 0.
(@) (35575 ) i@} ali=0
A solugao serd simples se conseguirmos inverter o operador K (z,y) = (O, +m?) 6 (z — y):
[k @K e = [ AR @) K () = 50 ).

Esta inversa existe e é dada pela integral de Fourier
(2m)* p? —m? +ie’

K )= b —9) = [



Multiplicando a equacao de Dyson-Schwinger por K ! (y,z) e integrando
sobre ,

{ [atak ) (0.4 m) (%5%(@) - [deK o) <x)} 2

{(G5t) - [don wai@) =0

= =zl = (i [ ak i @) 201,

o que nos dé a solugao

1

20l = Cowp (5 [ ot () K™ 0001 )
— e (~4 [[ataatyi (0) de (2= )i ).

A condigao Z, [0] = (0|0) = 1 nos impoe C' = 1.

A presenga do +ic no denominador da expressao para Ap (z — y) refere-
se a uma determinada prescricao para contornar os pélos da integral em
p? = m?%. Porém, poderfamos considerar outras prescrigoes (+e, —ie, etc.).
A equacao diferencial funcional sozinha nao é capaz de nos informar qual é a
prescricao fisicamente correta. A resposta vem do cdlculo explicito da fungao
de Green livre de 2 pontos. Esta ¢ dada por

_ (1) (_5) 5},% { ( [aunet-)iw)+ [ari@) e - y))

X exp (—% / d*z'd*y'j (2') A (2 — y') j (y’))}

=0

1\ [ i )

= (3) (=5) e =)+ Be (o= ) = ine (o - ),

onde a ultima passagem se justifica em funcao da simetria manifesta de
Ap (z —y) = Ap (y — x). Por outro lado, a mesma fun¢ao de Green pode
ser calculada explicitamente através da solucao das equacoes de Heisenberg



para campos livres

com os operadores ag (p) e af (p) satisfazendo
a0 (p) a} (9)] = (27)° 2°5 (p — P
[ao (P) , a0 ()] = [aé (), aj (p’)} =0,

ep’ (p) = /p?+m? comp-x=p’(p)z’—p-x. De fato,

Ga0 (2, y) = (O] T (¢ () do () |0)
=0 (2" —y) (0] @0 (x) ¢ (y) |0) + 0 (o — w0) (0] b0 () ¥o () |0)

_ 20 — 40 d3pl dSp a / efip’waT ey
0 _ 0 d3p d3p’ g oYt (p!) ¢
#00 ~") | G e oy 010 (P)e b ()7 )

=0 (2° —y°) / ?)die—ip.(m—y) +0(4° — 29 / 3al?’p P (@)
(2m)"2p° (p) (27)* 2p° (p
3 0 0 %M 0 0y 0P\ 7Y )
_ P ip(x—y) 0(x° —y’)e T +0(y’ —2%)e 7
E / @n” 2p° (p)

Vamos, agora, usar a representacao integral da funcao degrau
1 0o e—ir(aro—y0>
0(z° —1°) = —— e ~ 7
(w Y ) 2m J_ o ’ T 4 1€
Assim,
d®pdr P x=Y) ¢ ipo@)+7) (") | ilpo(p)+7) (20—
2 ( y) (271')4 2p0 (p) T+ ie

Fazemos agora uma mudanga de varidveis na integral em 7:

Po = Do (p) + T,
dr = dﬁo

10



e, em seguida, fazemos py — —pg na segunda integral. Observe que py é uma
varidvel de integragao aqui, nao satisfazendo necessariamente pz = p* + m?.
Definimos d*p = dp’d®p. Obtemos, assim,

. dp e (@) 1 1
Ca(@.9) _Z/ (2n)" 2° (p) <I50—p0 ®)+i  —po—po (p)+i€)
_ [ A ey —2po (p) + 2ie
B / (2m)* 2p° (p) ((ﬁo —po (P) +1€) (—Po — po (P) + ié?))
= 4 d’p P G )] 1
/ (2m)? ((—p3+p% (p) — 2icw (P))>

[ A 1 .
=[G () e

onde cancelamos 2pg (p) + 2ie com 2pg (p) pelo fato de nao haver singulari-
dades induzidas por esta operagao no limite € — 0 e identificamos 2iep, (p)
com ie por importar apenas o desvio da singularidade por uma quanti-
dade ¢ positiva e infinitesimal. Observe também que, na integral acima,
p?= (") —p? £ m?,

Assim, notamos que a prescrigao correta para definir a inversa de K (x, y)
tem que ser a adicao de +ie ao denominador da integral de Fourier; caso
contrario, nao havera consisténcia com o resultado obtido através do cdlculo
direto da funcao de Green de 2 pontos. Esta funcao de Green é também
chamada de causal, por propagar solugdes (da equagao de Klein-Gordon) de
energia positiva para o futuro e outras, de energia negativa, para o passado
(vide Itzykson e Zuber).

Construida a solucao para o caso livre, passamos agora a consideragao da
situacao interagente. Vamos propor, para isso, um ansatz como solucao da
equacao de Dyson-Schwinger interagente:

s yem (- fove ()

com N escolhido de modo a normalizar Z, ou seja fazer com que Z [0] =
(0]0) = 1. Para substituir esta proposta na equacao de Dyson-Schwinger, va-
mos deduzir uma identidade 1til. Suponhamos que A e B sao dois operadores
que comutam com o seu comutador. Vemos, entao, que

[A,B*| =2[A, B] B,
[A,B*] = B[A,B?| + [A,B| B> =3[A, B] B?,

11



0 que nos permite propor a hipétese indutiva
[A, B”*I] =(n—1)[A, B B" 2,
e provar o resultado para n,

[A,B"] = B[A,B"'| +[A, B B"!
=n[A,B] B" .

Assim, se F'[B] tem a expansao em série

vemos que

— [A,B|F'[B].

A partir daf, é facil ver que, como F'[B] também comuta com o [A, B],

1
n!

NE

[A,exp (—iF [B])] = )  — (=i)" [A, F" [B]]

I
o

=—m¢mm§j@%ﬁ«wwwwwm

n=1

— —i[A, B F' [B]exp (~iF [B)).

Vamos considerar A = j (z) e B = 1§/6j (y). O seu comutador ¢

Pmﬁ%L}mm—w

Com isso, demonstramos que

peren (i f e ()| = (i ) oo (1 e

12
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Vamos usar esta identidade na equacao de Dyson-Schwinger

0= {(Dm +m?) G%@)) + V' (%51'(;93)) —j(fﬂ)}

<o (i [ dor (1555)) b
= yeo (- v (557))

% {(Dx+m2) (%(SJL(:[;)) + VvV’ (%%@Q —j(%’)} Zo 4]

(i)l o (i)

Vemos que, se I’ = V', a equacao acima se reduz essencialmente & equagao
de Dyson-Schwinger para Zj [j]:

o (- forr (25t5)) {0 i) s}

Isto nos faz identificar a solucao da equagao de Dyson-Schwinger interagente

o 20l = g (=i [ (355) ) bl 1)

Observamos que, se V (¢) = AV (¢), com V (¢) dependendo exclusiva-
mente de ¢, a expressao acima nos fornece na verdade uma expansao em
poténcias de A (simplesmente escrevendo a definigdo da exponencial). Por-

tanto, a equacao (1) é, intrinsecamente, uma solugao perturbativa da equagao
de DS.

5 Um exemplo: a interacao ¢*

Para ver mais de perto a estrutura desta série perturbativa, vamos realizar
explicitamente as operacoes descritas nesta equacao. Vamos escolher um
exemplo concreto para trabalhar:

Ay

Vel =74

13



Além disso, vamos escolher o exemplo especifico da funcao de Green de 2-
pontos, G (x,y), para ilustrar o calculo perturbativo:

G (z,y) = (%)2 (UEi)Z—(S[j]@) =0
) st 8 = )
(@) oo (ist) ()

= GO (2,y) + G (2,9) + G (2, y) + ...,

Zo [j]

onde Ggi) (z,y) depende de \’. Vamos calcular cada uma destas contribuigoes

(até primeira ordem):

1. Ordem \°:

[53' (z) 07 (y)
y (1 - / dardysj (1) Ar (21— 1) § (1)
1

+g (—%)Q/d%dylj (21) Ar (21 —y1) J (y1)
[ dnadie o) A (o2 = ) ) + . )|

j=0

Vemos que o tnico termo da expansao de Z [j] a contribuir para um re-
sultado nao nulo apds a corrente ser tomada como nula é o segundo: to-
dos os demais terao j’s sobrando apds termos tomado as duas derivadas

14



funcionais. Assim, explorando o fato de que Ag (v — y) = Ar (y — ),

Gy (x,y) = Nio G)Q {Wﬁv(y}jo

X <—%/dm1dy1j (1) Ap (21 —m)j(m))}

- Nio (%)2 [(—i) Ap (z — y)] = NLOZAF (x _”; :

O fator N deve ser calculado de modo compativel com a ordem da
aproximacao que estamos fazendo. Assim, para a aproximagao de
ordem )\°, Ny deve normalizar Z na mesma aproximacao, ou seja,
Z = (Ny)™" Zy. Impondo que Z[0] = 1, obtemos Ny, = 1 nesta or-
dem e, assim,

GO (z,y) = iAp (x — ).

Observamos que a acao de duas derivadas funcionais sobre o argumento
da exponencial de Z;

_% /dxldylj (I’1> AF ($1 - yl)j (yl)

produz o termo

Mais de duas derivadas funcionais dariam resultado nulo. Menos de
duas dariam um resultado que se anularia quando a corrente fosse
tomada como nula. No que segue, vamos fazer as seguintes defini¢oes
graficas:

?

7 /dxldylj (#1) A (21 —91) j (1) = —

iAp(z—y)= a2 —-UY

. Ordem M:
G5 (x,9) = Nil G)Q W (1 - %/dl‘ Gﬁxl))j 7ol

15
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Temos, portanto, seis derivadas funcionais para atuar sobre Zj [j]. E
facil ver que, na expansado de Zj[j], apenas o termo de terceira or-
dem contribuird. Este termo conterd o produto de trés termos do tipo
- multiplicado por 1/3!. Haverd um propagador para cada

par de derivadas funcionais que atuar sobre um mesmo termo com cor-
rentes. O resultado, entao, sera:

1 ' 11
Ggl) (z,y) = N, {—24—),\] (5?) /d$1
——
termo de ordem 1 na expansao de V' expansao de Zp
r—-—-1yY r—-—-1>I
x( a3 m— x4+ 4413 y—n )
r— I Tf—m I

Os fatores numéricos que aparecem em frente as linhas de propagadores
sao calculados levando em consideracao quantas opcgoes existem de at-
uacao das derivadas funcionais em cada uma das fontes disponiveis.
Por exemplo, no primeiro termo, a primeira derivada funcional a atuar
(suponha que seja aquela relativa a j (z)) tem 6 opgoes de correntes
para derivar. Para obter a estrutura mostrada, a derivada em relacao a
Jj (y) tem apenas uma opgao. As 4 derivadas funcionais em relagao a z;
tem 4! opgoes. Os fatores 1/2 incluidos em cada termo »—— tém
que ser escritos explicitamente porque a contagem que fizemos implici-
tamente considerou distintas as escolhas de correntes pertencentes ao
mesmo termo. Levando em consideracao que os pontos x; mostrados
acima sao todos o mesmo ponto, chegamos a uma representacao grafica
mais elegante do mesmo resultado:

=
| =
DO | =

Na expressao acima, utilizamos a regra de incluir a integral sobre dx; na
expressao para o grafico. O fator N é calculado, na ordem 1, novamente
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requerendo que

Z,[0] = Nil (1 - %/dml (—z%)j Zo [j] B
_ Nil - [%/dwl (—i%)él% [j]] |

J=0

J& estamos mais capacitados a calcular o termo entre colchetes agora.
O tnico termo que contribuird serd o termo de segunda ordem na ex-
pansao de Zy. O resultado serd

onde usamos que, para o < 1,

1
—=1—a+..
1+«

Substituindo na expressao completa de GGy, até primeira ordem, obte-
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mos

Go (z,y) = | 1 —iA

1 1
+(i)* A gz—y + 5 7
I
:Z'.\-r—f._(z)Q)\ %l‘iy
@
iy
1 1 Q
+@)A| 2% ¥+ ¥ g4 | +0(¥)
CX D 2 ;
L1
1 Q
= 4 () A 535 2| +0(N).

O fator N tem o papel de cancelar gréficos que envolvam termos em que
nenhum propagador se conecte a um ponto externo (no caso da fungdo de
dois pontos, = ou y). Esses termos sdo chamados de bolhas de vdcuo e pode-se
mostrar que sao cancelados em todas as ordens em .

Em geral, observamos que, dado um termo de interacao A ((—i)4 64/65* (1)),
vao sempre haver quatro propagadores conectados com o ponto x; (que rep-
resenta um ponto que estd sendo integrado), obtidos de derivadas funcionais
sobre os termos de Z, que vao eliminar tantos fatores 1/2 quantas forem as
derivadas. Representamos este termo, graficamente, por quatro linhas saindo
do ponto z; (e chamamos este conjunto de quatro linhas de vértice). Os de-
mais fatores 1/2 serao eliminados pelas derivadas funcionais associadas aos
pontos externos. O fator 1/3! (correspondente ao termo de 3* ordem na ex-
pansao de Zj) representa simplesmente as possibilidades de pareamento das
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derivadas funcionais (internas e externas) com os termos da expansao de Zy,
que contém correntes bilinearmente, e também serda sempre cancelado. Isto
nos permite calcular os fatores que vao na frente dos graficos com maior rapi-
dez, simplesmente considerando o pareamento entre as derivadas funcionais
externas e os termos que sobraram apds parearmos as derivadas que vém da
interagao. Observe o exemplo abaixo:

Iy Yy

Os nuimeros indicam quantas possibilidades de conexao existem entre um
dos pontos disponiveis do vértice e os pontos x, y (estamos supondo que
primeiro conectamos x (4 possibilidades de conexao com o vértice), depois y
(3 possibilidades) e entdo conectamos entre si os pontos restantes do vértice).
Multiplicando os fatores, vemos que temos 12 maneiras de montar este gréfico
(o dnico que sobrevive em primeira ordem, apds eliminarmos a bolha de
VACUO0).

A soma de todos os graficos possiveis de serem obtidos seguindo as regras
acima, para um numero n de vértices, representa a contribuicao de ordem n
em teoria de perturbagoes para a fungao de Green desejada. Este conjunto
de regras praticas para obter perturbativamente as fungoes de Green recebe
o nome de regras de Feynman.

6 Regras de Feynman no Espaco de Momenta

As funcoes de Green mais convenientes para se relacionarem com a matriz
S nao sao as que aprendemos a calcular na secao anterior e sim as suas
transformadas de Fourier. Em geral, as regras de Feynman sao formuladas
para as fungoes de Green no espaco de momenta e vamos nos dedicar a este
tépico, nesta secao.

Inicialmente, vamos nos focalizar numa propriedade fundamental das
fungoes de Green: a invaridncia translacional. Consideremos uma translagao
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rigida de todos os pontos do espaco-tempo pela mesma quantidade a*:
ot = ot 4 at.

Existe um operador unitario que executa a operacgao de translagao no espago
de Hilbert:
U, = exp (—ia"P,),

onde P, é o gerador de translagoes (que define o momentum associado ao
campo ¢). O campo ¢ transforma-se como

¢ (') = Uyop () UJ.
O vécuo é postulado como um estado invariante sob translacoes
Ul [0) = 0.

Deste modo, vemos que as funcoes de Green tém que ser invariantes transla-
cionais:

G (2, @,) = (0] T (¢ () .9 (a7,)) 10)
O’ T (Ua¢ (xl) U;"'Ua¢ (Im) U;f) ‘O>
=0T (¢ (z1) .4 (zm)) |0)

=G (1, ., Tm) -

=
= {

Esta propriedade se reflete na transformada de Fourier de G,, da seguinte
forma

_ / I —ip1-] —iPm Tl I / /
G, (pl,...,pm)—/d:vl...dxme Ve Pt Gl (2 e X))

= exp (—m . Z@) /dxl...dxme_ipl'ml...e_ipm'mme (X1, ey Tn)
= exp (—ia . Zn) G (D1, ooy D) -

2

De modo que G,, seja diferente de zero, temos, entdo, que ter

ém (pla 7pm) = (27T)4 5(4) <sz> ém (pla >pm> 9
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onde supomos que o argumento de G,, satisfaz

Vamos tomar, como exemplo, um gréfico que contribui em segunda ordem
para a funcdo Gz (z,y)

[(‘1'73/) = T

/_\\ "
ZF]\_/-Iﬁ :
=4 / dxidxe Ay (x — 1) (Af (21 — ycg))?’ Ap (x2 — 1),
onde [ é o fator multiplicativo resultante & frente do grafico:

A\ 1 /AN L aise. s (ih)* A2
52(%)5(@) (i iy * =

Efetuemos sua transformada de Fourier, substituindo os propagadores de
Feynman também por suas transformadas de Fourier:

F(pr.pa) = [ dedye e 1 (z,)

=0 / dadye™ """ e P>y / dridy / dq1dg2dgsdgadys

% 6_iQ1'(I—I1)€_iq2'(l’l—$2)6_iq3'(1’1—Iz)e—iQ4‘(I1—l’2)e—ilIS‘(iUQ—y)

X AF (Q1) AF (Q2) AF (Q3) AF ((J4) AF (Q5) )

onde .
dq := d q4,
(2m)
¢ . 1
Ar (q) =
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Fazendo as integracoes em z, y, x1 € xo:

f(p17p2) = / dqi1dgodgsdgadgs (27T)4 d(p1+q1) (27T)4 d(p2 — qs5)

X (27T)45 (1 — 2 — g3 — qu) (27T)45 (2 +q3+qa—qs)
< Ar (@1) Ar (a2) Ar (g3) Ar (@) Ar (g5)

=0 / dgadgsdas (27)" 6 (pr + go + g3 + qu) (27)* 5 (g2 + g3 + qu — p2)

X AF (—p1) AF (Q2) AF (CI3) AF (Q4) D2

= 20"+ 22) 8 [ dgadasde (~p1) B ()
)

x Ap (q2) Ar (q3) Ap (P2 — 2 — g3

Ar (p2)

Obtemos, desta forma, I (py, p2) = (21)* 8 (p1 + p2) I (p1),

]_(P) = / dQ1dCJ2AF (p) AF (q1) AF (q2) AF (P—aq1 — @) AF (=p)

(note que Ap (—p) = Ag (p)). Como deveriamos esperar, temos um gréfico
com 5 propagadores, mas reorganizado para levar em conta a conservagao do
momentum total:

P
I(p)=8—>

7]
EN P
Se o

P—4q1 —q2

A convencgao, aqui, é de que momenta que “entrem" no vértice sejam contados
com sinal de +, enquanto os que “saem" recebam o sinal de —. A soma de
todos os momenta que chegam e saem de um determinado vértice, entao, é
ZEro.

Pode-se mostrar que o nimero de lagos (circuitos fechados, ou loops em
inglés) é igual ao nimero de varidveis independentes sobre as quais se deve
integrar, no espaco de momenta. No nosso exemplo, temos dois lagos e
duas varidveis independentes (q; e ¢2). Esta observagdo completa as regras
de Feynman no espaco de momenta. H& especificidades para os casos de
férmions e bésons vetoriais que nao foram mencionadas aqui.
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