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BREVE FUNDAMENTACAO MATEMATICA

= Vetores V= Z Vde,=Vee, — Notac¢ao de Einstein

¥

» Forma-Um (Vetor Dual) W = W, &"°

= Tensores: Fun¢des de g + p variaveis (q vetores, p formas-um)

T(Viy.. Vg Wi, oo, W,) = T(VM &, ..., Ve, Wik, @ ..., Wy, O
= VL Ve Wi o W T(Ey, .., 60 0™, Wad
— Il’j” ‘[,,:'m ! Ly I:l’::;:r . TA].. Aq* 1.




BREVE FUNDAMENTACKO MATEMATICE

- Exemplo: Tensor Métrico (0,2) (A, B) = A" B® g(é.,é5) = A B” gag

= Para geometrias tridimensionais ¢(dz,d7) = g(dz' €, d2’ €;) = dz' d2’ g(€;, €;) = gi; dz’ da’
= A distancia infinitesimal entre dois pontos € pelo elemento de linha
ds? = g(dZ, d¥) = 9ij dz' dz? = do? + dy? + d2°

= De maneira que em um espag¢o euclidiano temos que

1 0 0
(gi5) = [Jjj) — 0 1 0
0 0 1




PRINCIPI0 DA RELATIVIDADE

= O principio da relatividade implica que as leis da fisica sejam as mesmas em
qualquer referencial inercial —— COVARIANCIA

= O principio da relatividade geral implica que as leis da fisica sejam invariantes
por transformacgdes de Lorentz ——— COVARIANCIA DE LORENTZ

= Transformagdes de Lorentz ;'@ — A\, 2f onde:
All" — q,.l_? II."' II'I:: 0 0 ": — [ 1 — .jg :I —1 "2
o —~3 Y 0 0
A=1 0 0 10 |
0 0 0 1 j = 1'_-'}.-"1 C.




PRINCIPI0 DA RELATIVIDADE

= Podemos representar as transformac¢des de Lorentz como “rotagcoes”
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PRINCIPI0 DA RELATIVIDADE

= Simultaneidade




PARADOX0 DOS GEMEOS

Miko leaves the Earth Miki is watching his j. ot
to X planet gone
cty F——=-- (xp, ct)
Bob
L
Alice

L (Xp, cty)
—
Miko surprises with Xp X

Miki’s age




DIAGE

[AS ESPAGO-TEMPO

Future ds 2 =()

ds2<0
BY
ds? <0: Tipo-Tempo "

ds? =0: Tipo-Luz
ds®> >0: Tipo-Espaco Present

Past
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0 TENSOR DE CURVATURA DE RIEMMAN

= Definimos um circuito fechado em uma

variedade Riemanniana )
Kloassa B_#__,..----" x<=h
= Transportamos um vetor paralelamente ao /””ﬂ A
longo do circuito. €14/
x=a _ N x\\\\ x2=h+5b
= A mudanc¢a no vetor ao longo do transporte A=t _~c
€ usada para se determinar a curvatura da . /,f" \
variedade. N
/ D\
RB%o = Upon = Ua o + U0 T = 106 T

{
Simbolo de Christoffel I's, = 3 0 (978 + 9oy.5 — G570




R EQUACAO DE EINSTEIN

= Buscamos uma equacao relativistica para a equacao classica para o campo
gravitacional 277 — 4.

= Na relatividade geral as fontes de curvatura é a massa-energia, representada pelo
tensor energia-momento, o que sugere ¢ — 1" (¢, P)

= Precisamos entao de um tensor de rank-2, para substituir o campo classico U ->
Tensor de Einstein: G

= A conservagao de energia (7*”, = 0) implica que o tensor de Einstein deve
satisfazer G, =0 .

= Nos guiando pelo principios de conservacgao de energia e utilizando as
propriedades de curvatura, encontramos

1 : y y 1 ; Q. Y
(R,uv . 3 g,uv R) — Glt.!v:'u — 0 GHY = RHY _ E g#? R G =87 T .
T




K EQUACAO DE EINSTEIN NO VACUO

= No caso da auséncia de massa-energia, segue que 7" =0

. 1 .
= Sendo assim, temos  R* — 5 g™ R=0

= Podemos entdo multiplicar pela métrica e obter g B — 0", B =0

«Como 3, guwR* =R e ), =4 ,temosque R—(

= Logo, para o vacuo, temos
R =0
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A SOLUCEO DE SCHWARZSCHILD

= Curvatura no exterior de uma distribuicao de massa esfericamente simétrica

. 2GM . 0 MY L L . X
ds~=—11-— = )[c'd.r1'+(|— = ) dr= 4 r- (d#‘-l—sin'rid{fr}

[ c=r

= Explicitamente podemos escrever

¢ r (&) P

{ —(1 =2M/r) 0 0 {

o 0 (1=2M/ry"" 0 0

beff = g 0 0 r? 0
o\ 0 0 0 rlsin’#

Schwarzschile -t Horizon
Radius
Black Hole

Singularity




K SOLUCAO DE SCHWARZSCHILD - ORBITAS

= Vamos analisar a érbita de particulas em geometrias de Schwarzschild
= Conservagao do momento angular implica que as Orbitas se dao em um plano.

= Normaliza¢dao da quadri-velocidade € (  u-u=g,uu” =—1 ) nosda

~1
— (I — ﬂ) W + (l — E({) wH? +r*w?? = —1.

r r

= Que pode ser reescrita como _ﬁ.z_l [ (dr)EJrl[(l QM) (l
2 2 r

ef) ]
r—)-1
2

!

T

= Definimos entdao o potencial efetivo para o movimento radial em uma geometria
de Schwarzschild

1 2M £ M2 M
V, = — _ b R T _
fr(r) 2 [(l r ) (1 + rz) 1:| r + 22 r3

{CE



K SOLUCAO DE SCHWARZSCHILD - ORBITAS

= Podemos encontrar os maximos e minimos do potencial efetivo fazendo dV,.g/dr =0

= Encontramos
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K SOLUCAO DE SCHWARZSCHILD - ORBITAS
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A SOLUGAO DE SCHWARZSCHILD — FORMA
DAS ORBITAS

* Precisamos encontrar r como funcao de & ou vice-versa.

~1/2
_ 2 2

A : St (1_ M) I+

dr r2 [2(€ — Veff(ﬂ]”' r r r

= Para determinar se uma orbita € fechada precisamos saber quanto ¢ variou em
duas passagens sucessivas por um ponto de retorno. Se esse valor € diferente de
21 a Orbita é dita precessionar.

» Temos entdo  §¢pprec = AP — 27




A SOLUGAO DE SCHWARZSCHILD — FORMA
DAS ORBITAS

* Aplicando para o sistema Mercurio-Sol, encontramos




ESTRELAS COMPACTAS

= Objetos relativisticos com estrutura.

= Precisamos resolver a equacao de Einstein tanto para a parte interior, quanto para

a parte exterior da estrela.
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ESTRELAS COMPACTAS
= Comegamos escrevendo a seguinte métrica
ds? = —e?P dr? + 22 qr? + 12 d6?% + r? sen® 0 dop?

= Que por sua vez nos permite calcular as componentes do tensor de curvatura de
Riemman

R'yyy=—@"—d*+d' N, R"g,g=1Ne** R4 =N'rsen’0e ",
Rrﬂrﬂ — r(bf 8_2:’1 y Rr(brd) — = r(I)I SEH26 E_Zh, Rd}”‘ﬂb = — — A" ,
big -

' | - 1
Rt = (-@" -2+ &' N)e*® Y, ROppy = —1+e7*1 . RY, g = -7

RHIIQ — _(I)f re2(b_2h » He(;')l":}gb = SEH29 (1 — 6_2"'1) , R¢II@ — _(I).-' 7 62(1)—2.-"'1 '

®




ESTRELAS COMPACTAS

= Precisamos também das componentes do tensor de Ricci

RII: (_%(I)JQ+%(I)IAI_%(DH_1(I)I}E—;&I
I

- 1 1 1 1 |
R}r:_(—(I)Q——(IJ;A;+—®”——AI)E_‘\‘,
4 4 2 r
1 _, 1 1 1
RE :—_e_h(l——rf\f-l——f'(bf + — Rﬂb :RH ‘
! r? 2 2 ) -2 ¢ 0

= E do escalar de Ricci

1 | Yy
R=—(2®'A'r*-20"r* - 20" r2—4r® +4r N +2e*t —2)e A
;




ESTRELAS COMPACTAS

= Podemos finalmente escrever

o N 1
- - . _2;1 o _ = -
gU=v=t: e (2 » 1"2]+r2 8rme,
—_ _ g _2.\1 (I)f 1 1 - P
gU=v=r: e (2 r-i—r2)—r—2—8ﬂ: ,
. @' — A’
u=v=0: e_2"\‘((]§>”—<b"A"+(D"2+ )ZB?IP,
-

H=v=d: G‘-b(_;,:GHg, e T¢¢:T95.

= Onde usamos como fontes um fluido perfeito.




ESTRELAS COMPACTAS

= JA encontramos as equagoes que definem a curvatura.

= Precisamos resolver simultaneamente as condi¢des de equilibrio estelar.
= A condi¢do de conservagao do momento-energia implica
0=TH,., = (€+P), u" u, + (e +P)(ty,, u" + u, ut,,) + 6%, P,

= Onde

ut = (i, ut, u?, u?)

dx*  dx” dx! dx® dx3)
dr  \dr dr’ dr’ dr

= Podemos, apds alguma algebra, encontrar a equag¢ao de Euler relativistica

€+P) g,y u' +Py+Pyutu;=0




ESTRELAS COMPACTAS

= Utilizando a equag¢ao de Euler relativistica para uma estrelas estatica e
esfericamente simétrica, onde

—1=u"u,=u"g,,u'= (a'.ft‘f)zgﬁr = _(uhH)?e??®
= Encontramos
(€+P)up,u +P =
= Que pode ser reescrita como
dP do

—(C+P)qu, ut' = —(e+P)—

dr dr




ESTRELAS COMPACTAS

= Neste momento, introduzimos

dm
m(r) _4ﬂrf dr' r'?e(r') = = =4mre(r)
-
= Com esta definicao podemos integrar uma das equag¢odes de Einstein, obtendo

_9A 2m

e_2""\‘2A"r—e_2"'\+l:—d—[e_2"'\r—r) —> e " =1-—-.
;

1

= Manipulando as equa¢des de Einstein, encontramos

,  4mriP+m
2@ =2mlr




“ R

RESUMINDO =

;7}5':'

= Devido a alta densidade a teoria da Gravitagao de Newton ndo &
apropriada para descrever a estrutura de uma estrela compacta.

= Precisamos fazer uso da teoria da gravitagao de Einstein.

de? = N 2gi2 — AMr) gp2 _ r2(d0? + sin*0d¢?) ——>  Métrica

T = (p + e)utu, + pol > Tensor Energia-Momento
Gyu, — 87TTVH ®» Equacéo de Einstein

@ = — [p(? ) +€b )Hm(;r ) + 4mrpls )] > Equacdo de Tolmann-Oppenheimer-Volkoff

dr r(r—2m(r)) (TOV) — Equilibrio hidrostatico.

m{:”) = dm fl: d‘a”‘?‘ﬁf{i") >  Continuidade de massa @

>
S
=



COMPUTAGAO DA ESTRUTURA

Y ' .
o o
Comopis¢ao ® x
. PS¢ Equacdo de Estado
PS microsco pica




RECAPITULANDO ...

“Alimentar” com modelos microscopicos a serem
estudados.

. x o
Cp MPosieao Equacao de Estado e
PY Microscopica Macroscoépica

Estrutura

Comparar com dados de
observacoes.




