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RESUMO

Praticamente qualquer sistema (fisico ou nao) estd sujeito a complicadas in-
fluéncias que nao podem ser inteiramente conhecidas. Estas influéncias, ti-
picamente associadas a um grande ntimero de graus de liberdade envolvidos,
impedem predizer com precisao arbitraria o estado do sistema em cada ins-
tante. Assim, o resultado de uma experiéncia programada para medir um dado
observavel tem uma componente que flutua ao se repetir a experiéncia, mesmo
sendo esta preparada em condigbes praticamente idénticas. Apesar dessa im-
previsibilidade, que caracteriza o fendmeno como sendo aleatério, quando a
experiéncia é repetida um grande niimero de vezes aparecem regularidades.
Isto permite a formulacdo de leis matemaéticas onde os conceitos de probabi-
lidade e de dinamica estocastica, objetos de estudo do presente curso, sao as
nocoes fundamentais.

Nos sistemas quanticos existe uma imprevisibilidade adicional além da que
surge devido exclusivamente a natureza complicada que o sistema possa ter.



Neste curso nos restringiremos a analisar principalmente exemplos da mecanica
cldssica. Também serao consideradas aplicagoes transdisciplinares.

O objetivo do curso é oferecer uma visao mais conceitual do que formal
dos fenémenos estocasticos, complementando a abordagem analitica com ex-
periéncias computacionais simples. Nestas notas serao apresentados os elemen-
tos basicos. Algumas propriedades em vez de serem enunciadas serdo colocadas
como questoes para o leitor. As respostas a estas questoes serao em geral tteis
em discussoes seguintes.

1 Probabilidade

Um experimento aleatdrio (ou nao-determinista) é tal que nao é possivel afirmar
a priori o resultado que ocorrerd, podendo o resultado ser diferente mesmo ao se
repetir o ensaio em condigbes praticamente inalteradas. Os resultados podem
parecer erraticos nas primeiras tentativas, entretanto, apés um grande niimero
de repeticoes, aparecem regularidades.

Quando lidamos com fenémenos aleatérios, podemos porém conhecer, em
geral, o conjunto dos possiveis resultados a serem observados ao realizar uma
dada experiéncia. A partir de um modelo, podemos também atribuir aos resul-
tados ou conjuntos de resultados possiveis, nimeros que representem as suas
chances de ocorréncia. Estes nimeros, nao-negativos e somando um para to-
dos os possiveis resultados excludentes, sdo denominados probabilidades. O
modelo pode ser construido seja a partir da freqiiéncia de ocorréncia observada
em um grande nimero de experimentos passados (lei dos grandes niimeros) ou
teoricamente, a priori.

Para uma revisao dos conceitos fundamentais em probabilidade, remeto o
leitor para o capitulo deste livro da Profa. Maria Euldlia Vares. Contudo, nesta

sec@o encontra-se um compéndio da terminologia bésica (veja por exemplo 1))

1.1 Varidveis aleatérias

Dado um experimento aleatério £, o espago amostral S é o conjunto dos resul-
tados possiveis (numéricos ou nao). A cada evento A (qualquer subconjunto
de S) pode ser associado um nimero real ndo-negativo P(A) denominado pro-
babilidade tal que P(AU B) = P(A) 4+ P(B), para eventos A e B mutuamente
excludentes, e P(S) = 1.

Uma varidvel aleatoria (VA) unidimensional X é uma fungdo S — Sx C R
que associa a cada elemento s € S um (dnico) nimero real X (s). A varidvel
X pode ser discreta (Sx finito ou infinito numerdvel) ou continua (Sx infinito
nao-numerdvel). Em alguns casos nos referiremos a propriedades das varidveis



discretas e em outros das varidveis continuas unidimensionais, entretanto a
adaptagao a outros casos é em geral imediata.

1.2 Distribuicoes de probabilidade

A distribui¢ao de probabilidade de uma variavel aleatéria X cujo contradominio
(ou espago amostral com relagdo a X) é Sy = {x1,z9,...} (caso discreto)
é dada pelo conjunto de pares (z;,p;), ¢ = 1,2,..., onde os p; = P(X =
x;), probabilidade de z;, devem satisfazer I) p; > 0 (ndo-negatividade) e II)
> i>1Pi = 1 (normalizacao).

No caso continuo, a distribuicao de probabilidade de uma varidvel aleatoria
X é dada pela funcao fx, chamada fungao densidade de probabilidade (FDP),
tal que fx (z)dz representa a probabilidade P(x < X < x+dx). Assim, a FDP
permite calcular a probabilidade de que X se encontre dentro de um intervalo
real [a, b]:

b
Pla<X <b) — / dz fx(2). (1)

Analogamente ao caso discreto deve valer fx(z) >0, Vz, e fix;o dz fx(x) = 1.
A FDP acumulada é

xr
Fx(z) = / ds fx(s) = P(X <z). (2)
—0o0
Inversamente, a densidade nao-acumulada é obtida por diferenciagao:
oF
fx(@) = —=. (3)

Q. 1: Quanto vale P(X = a) no caso continuo? Quanto vale Fx (co)?

Para calcular a FDP de Y = g(X), uma funcdo de uma varidvel aleatéria
cuja FDP é conhecida, podemos proceder como segue

frto) = [ aa'5(gla) ~ ) fx (e, (1)
Para este procedimento é 1itil a seguinte propriedade da fun¢ao delta de Dirac:
dg(x") —y) =3, 0(a" —x)/|¢g'(x)|, onde x sdo os zeros de g(z') — y.

Q. 2: Seja X uniformemente distribuida no intervalo [0, 1], ache Y (X) tal que sua densidade
seja exponencial fy (y) = ce™ Y, y > 0.




A FDP conjunta de duas (ou mais) varidveis aleatérias X, Y (facilmente
generalizdvel para N) é fxy(z,y), tal que fxy(z,y)dedy = Pz < X <
x+dz,y <Y <y+dy). O par (X,Y) representa uma VA bidimensional. A
densidade conjunta acumulada é Fx y(z,y) = P(X <z,Y <y).

A FDP marginal, por exemplo, da varidavel X é dada por

fx) = [ Yy (@), (5)

— 00

enquanto a densidade marginal acumulada é Fx(z) = Fx y(z,00).
A FDP condicionada de X, dado um certo valor de Y =y, é

fX,Y(xa y)

fY (y) ) com fY >0, (6)

fX|Y(fU7y) =

onde fy é a FDP marginal de Y.

Q. 3: Qual é a expressdo para f x|y quando X e Y sdo independentes.

Q. 4: Para as FDPs de Poisson e exponencial calcule P(X > s 4 t|X > s) e interprete.

1.3 Momentos, fungao caracteristica

O momento de ordem n da variavel X é dado por:

oy = [ T daa” fx(a). (7)

O momento centrado de ordem n da varidvel X é:

(X =l = [ dole— " fx (o) ®)

onde pux = (X) é a média (aritmética) ou valor esperado. A varidncia ou desvio
quadrdtico é o momento centrado de ordem 2, ([X — ux]?), e o desvio padrdo
a sua raiz quadrada:

ox = V(X —ux]?). (9)

Q. 5: Sendo a e 3 constantes, expresse a varidncia de (X + 8) em termos de 0% .




Q. 6: Calcule a varidncia de Y = X + Xa, sendo X7 e X2 independentes. Generalize para
a soma de n > 2 varidveis aleatérias independentes.

Q. 7: A variancia é sempre uma quantidade finita? e a média? Dé exemplos.

A fungao caracteristica (FC) da varidvel X é a transformada de Fourier
da sua FDP

[e )

Gx(k) = () = / de ™ fy (). (10)

— 0o
Gx pode ser considerada uma fungao geratriz de momentos ja que os coefi-
cientes da expansao em série de Taylor estao relacionados com os momentos da
FDP associada

ax(hy = 30 TR ey, (1)

m!
m>0
que podem ser obtidos como sendo

(0 = (i X, (12)

Inversamente, conhecendo os momentos de uma distribuigao, podemos conhe-
cer a distribui¢do antitransformando (10). A FC também permite obter os
cumulantes ({(X™)) (combinagbes dos momentos), definidos a partir da série

mGx() = 3 e, (13)
m>1

Q. 8: Sendo a e 3 constantes, calcule a FC de (aX + () em termos de Gx.

Q. 9: Expresse Gx 4ty em termos de Gx e Gy, sendo X e Y independentes. Generalize

para N varidveis independentes.

Q. 10: Calcule a FC de uma variavel com distribuicdo normal N(0,1) e a partir dela os

momentos e cumulantes. Calcule a FC da soma de duas varidveis com essa distribuigao.

Q. 11: Calcule a FC de uma variavel com distribuico lorentziana (2-gaussiana na tabela da
Sec. 1.4) e a partir dela conclua sobre os momentos. Calcule a FC da soma de duas varidveis

com essa distribuigao.




1.4 Algumas distribuicées de probabilidade unidimensionais usuais

denominagao distribuigao/densidade média variancia
binomial P(k) = (})p*(1 —p)n* np np(l — p)
k=0,1,...,n (n=1,2,... ;0<p<1)
de Poisson P(k) = e *a* /k! « a
k=0,1,... (a>0)
geométrica P(k) =p(1 —p)** 1/p (1-p)/p?
k=1,2,... (0<p<1)
exponencial f(z) = ae™o® 1/« 1/a?
>0 (a>0)
. (z—p)>
gaussiana ou g . 9
normal, N(u,0?) f(z) = Vanaz© K g
1
g-gaussiana f(z) ~ [14+8(a-1)(@—pw)?)7° calcule calcule
(8>0)
lorentziana flx) = % - o)
ou de Cauchy (y>0)
_ T | 0 (m>1) 00 (n#2)
t de Student flz) = VNG Iy B S T
(n=1,2,...)
n/2—1_,—x/2
x-quadrado, x2  f(z) = W n 2n
>0 (n=1,2,...)
(o]
de Lévy, L., flx) = %/ dk cos kze kI 0 00
— 0o

(0<a, 0<y<2)

Observe que as distribuicoes gaussiana, de Lorentz e ¢ de Student sao casos
particulares da g-gaussiana, com ¢ — 1, ¢ =2 e ¢ = (n + 3)/(n + 1), respecti-
vamente.



1.5 Descorrelacao e independéncia estatistica

A covariancia de duas varidveis aleatérias X e Y é

cov(X,¥) = (X~ uxlY =) = [ [ dedylo = pxlly = v (o)
(14)
e o coeficiente de correlagdo é dado por

oxXOoy

Q. 12: Provar que |p(X,Y)| < 1 e que a igualdade vale se existe dependéncia linear entre
XeY.

A independéncia estatistica de duas varidveis X e Y pode ser expressa
alternativamente como:

(I) A FC conjunta Gxy (k1, k2) pode ser fatorada.
(IT) Todos os momentos (XY ™), com n,m > 0, podem ser fatorados.
(IIT) Todos os cumulantes ((X™Y ™)), com n,m > 1 sdo nulos.

Por outro lado, duas varidveis X e Y sao ditas descorrelacionadas se a
sua covariancia é nula (mais fraco que independéncia).

Q. 13: Procure um exemplo de varidveis descorrelacionadas porém dependentes.

Q. 14: Mostre que, para a distribuicdo gaussiana bidimensional, descorrelacdo implica in-

dependéncia. Analise a validade dessa afirmagao no caso multidimensional.

Q. 15: Para a varidvel X = (X1,...,X,) com distribuicio gaussiana multidimensional de
média nula, ache os momentos (X; X ...).

1.6 Lei dos grandes ntimeros

Uma propriedade importante é a desigualdade de Chebyshev D). se a varidvel
aleatéria X tem média p e varidncia o2:



P(IX — | > ko) < Vk > 0. (16)

ﬁv
Para varidveis aleatérias independentes X; (i = 1,...,N) identicamente
distribuidas com média p vale

lim P

N—o0

=0, Ve>D0. (17)

(‘X1+X2+...+XN ‘ )
N —p =€

Esta proposigao é conhecida como lei fraca dos grandes nimeros (relativa a
convergéncia em probabilidade). No caso particular em que a distribuigao pos-
sua variancia o finita, a lei anterior é uma conseqiiéncia trivial da desigualdade
de Chebyshev, fazendo k = ev/N/o.

Uma outra expressao da lei fraca dos grandes nimeros é relativa a ensaios
de Bernoulli. Consideremos que, repetindo a experiéncia um nimero grande de
vezes N (independentes), o evento A ocorre N4 vezes. Seja p4 a probabilidade
do evento (a mesma em cada repetigdo), entao dado € > 0, de (16), temos

Na pa(l —pa)

Pl|— — > < == 18
(502 =2 -
que tende para zero no limite N — oo.

1.7 Teorema do limite central
Sejam as X; (¢ = 1,..., N) varidveis aleatérias independentes com média p; e

desvio padréo o; (finitos), segundo o teorema do limite central (TLC) a distri-

buigao da varidvel
N N
7 — Zi=1 X — Zi=1 Hi

N
dim1 Ui2

tende para uma distribui¢do normal N(0,1) quando N — oo, se é satisfeita a

)

condigao de Lindeberg 1),

Aqui esbogaremos somente uma demonstragdo para o caso em que as
varidveis da soma Z sao identicamente distribuidas com média p e desvio o.
Neste caso

Gr(k) = Q@G%%) (19)

Tomando In de ambos os membros desta igualdade, desenvolvendo In Gx em

poténcias de k e levando em conta que N é grande, se chega a Gz (k) = ez,
que é a FC correspondente a distribuigao N(0,1).



Q. 16: Ache numericamente a distribuigdo da soma de N varidveis aleatérias uniformes no
intervalo [—1,1], com N = 2 e 10. Discuta o resultado numérico com rela¢ao ao TLC. O
resultado das simulagoes é apresentado na Fig. 1.

0.5 0.5 0.5
(a) N=1 (b) N=2 (c) N=10
2 1 | 11 : |
0.0 | I | 0.0 | | 0.0 |
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4

Z

Figura 1: Resultados das simulagbes da Q. 16. Histogramas da varidvel normalizada Z
calculada sobre 104 realizacdes para os valores de N indicados na figura.

1.8 Entropia

Um funcional importante da densidade de probabilidade é a entropia. Ela
representa uma medida da desordem, da incerteza ou da desinformacdo. A
forma entrépica mais usual, a de Shannon, é dada por

S = = [ do fx(@) (o). (20)

Porém muitas outras formas entrépicas podem ser encontradas na literatura
(veja por exemplo 2)) que também verificam os requerimentos mateméaticos
de uma boa medida informacional, tais como as propriedades de positividade,
concavidade definida, axiomas de Khinchin, etc.

Q. 17: Ache a distribuicdo definida num intervalo finito para a qual a entropia S é maxima?

Q. 18: Dadas duas varidveis independentes X e Y, ache a relacdo entre a entropia da

distribui¢ao conjunta e as entropias das distribui¢oes marginais.




2 Processos estocasticos

Uma funcgao aleatéria Px (t) é uma aplicagdo que atribui a cada valor do ndice
t € T uma varidvel aleatéria X;. Um processo estocdstico (PE) é uma fungao

aleatéria do tempo 3, 4), O processo pode ser de tempo discreto ou continuo
dependendo da natureza do conjunto T. Atribuindo-se um valor particular x(¢)
a varidvel aleatéria Xy (que alternativamente denotaremos X (t)), para cada t,
temos uma realiza¢do do processo, uma funcao ordinaria do tempo. Um PE
Px(t) também pode ser visto como o conjunto ou ensemble de todas as suas
realizagoes {z(t), t € T} 1.

Um exemplo de PE ¢ a seqiiéncia de resultados ao se lancar muitas vezes
um dado. Neste caso particular trata-se de um PE de tempo discreto em que
as X; sao VA identicamente distribuidas e independentes. Outros exemplos séo
ilustrados na Fig. 2.

(&) x(t) vs. t (b) x(t) vs. t

AR ISR l‘Hm I (T i A
AR e \

Figura 2: Realizagdes tipicas de dois processos estocisticos: (a) ruido branco e (b) ruido
browniano.

Antes de caracterizar diferentes tipos de PEs, vamos analisar um exem-
plo simples porém que permite ilustrar varias nogoes importantes que serao
aprofundadas ao longo do curso, o passeio aleatorio.

1Veja também a interessante descricdo alternativa de van Kampen 5),



2.1 “Intermezzo”: passeio aleatorio unidimensional

Considere um caminhante inicialmente (i.e., a k = 0) posicionado na origem
de coordenadas e que a cada unidade de tempo (k = 1,2,...) anda sobre o
eixo x com passos aleatérios independentes &. Suponhamos que as variaveis
aleatorias £ tém média nula e variancias iguais Ug, entao a variancia da varidavel

.. - . N .
aleatéria “posicao apés N passos”, Xy =, &, é

%y = NO’?. (21)

Segundo o TLC a distribuicao da variavel Xy, para N suficientemente grande,
¢ aproximadamente normal com média nula e variancia 0% .

Vejamos o caso em que os passos sao de comprimento A ou —A com
probabilidades p e ¢ = 1 — p, respectivamente. Neste caso, P(Xy = n)\) =
(a)pqu_m, com m = (N 4 n)/2, portanto (Xny) = (p —q) N\ e U%N =
4pg NX?. Consistentemente com a afirmacdo do parigrafo anterior, se N é
grande, a distribui¢ao binomial pode ser aproximada por uma gaussiana 6) de
tal forma que

2\ _(n-oN)?
P(nA\,N) ~ ———e ~ 2DN | (22)

V2rDN

onde P(nA\,N) = P(Xy = n)), o = (p — q) é a velocidade média e D = 4pq
pode ser identificado com o coeficiente de difusdo. Com efeito, é interessante
notar que, por exemplo utilizando a relagao de recorréncia

P(n,N) = pPln—1,N—-1)+ ¢gP(n+1,N-1), (23)
se chega a que a versdo continua de P(n,N): f(z,t) = P(n,N)/[2)], onde
1

x=nhet=Nr (sendo A, 7 e [p — ¢] apropriadamente pequenos -/), segue a
equagao diferencial
of of Do*f
e T At 24
ot Yor T 2 a2 (24)

onde v = 9A/7 e D = DX?/7. Esta equacio diferencial é um caso particular
da equagao de Fokker-Planck que veremos mais adiante e corresponde a um
processo difusivo normal com arrastamento. A FDP f(z,t) também pode ser
interpretada como a densidade de particulas (nao-interagentes) na posi¢io x
ao tempo t. Assim, representa o deslocamento e dispersdao de uma nuvem de
particulas.



Q. 19: No caso particular em que p = ¢ = 1/2, derive a equacdo de difusdo a partir da
relagao de recorréncia 23 .

Q. 20: Considere W caminhantes aleatérios independentes. Cada caminhante encontra-se
inicialmente na origem de coordenadas e avanga sobre o eixo & com passos unitérios (£1)
equiprovéiveis em cada iteragdo. A partir de simulagbes computacionais:

i) Calcule o desvio quadritico do deslocamento o2 = Ugfzv como funcdo do tempo para
W = 1000 e até tempo N = 500.

ii) Para W = 10000 faga um histograma do ntimero relativo de caminhantes em cada intervalo

do eixo x para os tempos N = 100 e N = 400.

iii) Compare os resultados obtidos com as predigdes tedricas. Ver resultados na Fig. 3.

500 0.10

#ve N RNV X ]
0/ [ . ..N=100 i

7 N 0.05 — 6 o .

I | L " N=400]
0 0.00
0 500 -50 0 50

Figura 3: Resultados das simulagdes da Q. 20: (a) Diferentes realizagdes do processo, z(t)
(linhas contfnua), e a média sobre W = 102 realizagdes (linha tracejada). (b) O desvio
quadratico do deslocamento obtido numericamente para W = 103 (linha tracejada) pode
ser descrito por 62 = N (linha continua). (c) Histogramas numéricos (sfmbolos) obtidos
em W = 10% realizagdes e expressio analitica Eq. (22) (pontos) para os tempos N = 100 e
N = 400.

2.2 Classes de processos estocdsticos

As caracteristicas que permitem distinguir entre PEs sdo a natureza do espaco
de estados (espago amostral de cada X (¢), com ¢ € T), a natureza do conjunto
de indices T e as relagoes de dependéncia entre as varidveis aleatérias X (t), que
se derivam das distribui¢oes conjuntas.

Conhecendo a hierarquia infinita de FDPs conjuntas correspondentes a n
valores arbitrérios da varidvel temporal fy, (z1,t1; @2, ta;...; T, tn) = fn(X(t1) =
Z1y...;X(tn) = zp), com n = 1,2,.... o PE (seja discreto ou continuo) fica



completamente definido 5). As FDPs f; da hierarquia com 1 < j < n sao
obtidas por integracdo de f,. Dadas estas fungdes podemos calcular valores
médios. Por exemplo, a funcao de autocorrelacao de dois tempos é dada por

(X (1) X (12)) = / / A1 das 212 o2, trs o, 1) (25)

Se as f; ndo mudam ao substituir ¢; por ¢; + 7 (com 7 arbitrario), entao
trata-se de um processo estaciondrio.

Q. 21: Para processos estacionérios, conclua sobre a dependéncia temporal de f; e fa.

O PE é dito estaciondrio em sentido amplo, se possui segundos momentos
finitos e se cov(X (¢;), X (t; + 7)) depende somente de 7, Vt; € T.

Q. 22: Para o caminhante aleatério da Q. 20, calcule cov(Xny, X ng+N)- E esse um pro-

cesso estacionério?

Uma possivel classificagdo dos processos estocdsticos é a seguinte 4).

2.2.1 Processos puramente aleatorios:

A FDP condicional fij,—1, com n > 1, independe dos valores em instantes
anteriores, ou seja

f1|n71(mna tlz1,t1s 5T, tn1) = f1(Tn, tn). (26)

Q. 23: Para processos puramente aleatérios, ache uma expressao para fi,.

2.2.2 Processos markovianos:

A FDP condicional fi|,_1, com n > 1, depende somente do valor no instante
anterior, ou seja, se o valor presente é conhecido exatamente, o conhecimento



futuro nao é alterado por informagao adicional sobre o passado. Mais formal-
mente, para qualquer conjunto de tempos sucessivos t1 < to < ... < ty:

fl|n—1(xnvtn|x17t1; cee xnflatnfl) = fl\l(xnatn|xn717tnfl)~ (27)

Um processo de Markov com espago de estados discreto é uma cadeia de
Markov (o processo de Poisson é uma cadeia de Markov de tempo continuo).
Um processo de Markov em que as realizagoes sdo fungdes continuas é chamado
um processo de difusdo (o processo de Wiener é um caso tipico).

Q. 24: Para processos markovianos, ache uma expressio para fr.

2.2.3 Processos mais gerais:

Uma possivel generalizagao dos PEs descritos acima corresponde ao caso em
que as FDPs condicionais dependem de dois ou mais tempos.

2.3 Alguns processos particulares
2.3.1 Processo de Wiener:

Um processo Px(t) de tempo continuo (i.e, T = [0,00)) é um processo de
Wiener se para quaisquer tg < t; < --- < tp:

e os incrementos Xy, — Xy, | sdo mutuamente independentes (processo com
incrementos independentes),

e a FDP do incremento X;, — X;, , depende somente de t; —¢;_1 e

e a PDF do incremento X; — X5 é N(0, B[t — s]), com § > 0 para ¢t > s.
Em outros termos, o deslocamento X; — X pode ser visto como soma de
um grande nimero de pequenos deslocamentos, tal que vale o TLC.

2.3.2 Processo de Poisson:

Seja um processo Px (t) de tempo continuo em que a varidvel aleatéria X; conta
o numero de vezes que ocorre um dado ”evento”durante o intervalo [0,t) e
pn(t) = P(X: =n), comn = 0,1,2,.... Un processo de Poisson é caracterizado

pelas seguintes propriedades 1).



e as variaveis que representam o nimero de ocorréncias em intervalos dis-
juntos sao variaveis aleatorias independentes,

e se Y; representa o nimero de ocorréncias durante [t,,t, + t), entao para
qualquer t, > 0, X; e Y; tém a mesma pdf.

e p1(At) ~ MAt, onde A\ é uma constante positiva, se At > 0 for suficiente-
mente pequeno.

® > -5 Pk(At) ~ 0, ou seja, a probabilidade de duas ou mais ocorréncias
durante um intervalo suficientemente pequeno é desprezivel.

e Xy =0, ou seja, po(0) = 1.

Estas hipdteses permitem deduzir uma expressao para p,(t) chegando-se

a pn(t) = e (\t)" /n! (ver por exemplo 1))

2.3.3 Processo de Lévy:

Um processo Px (t) com incrementos independentes se reduz a uma seqiiéncia
de varidveis aleatérias independentes Zy = Xy, Z; = Xy, — Xy, 4, ¢ > 0.
Conhecendo as suas distribuigdes pode-se conhecer a distribuigdo conjunta de
qualquer conjunto finito das X, = > ;. Z;.

Se a distribuicao de X5, —X; depende somente de h, se diz que o processo
tem incrementos estaciondrios.

Um processo com incrementos independentes estacionarios é denominado
processo de Lévy.

Q. 25: Os processos de Wiener e de Poisson sio processos de Lévy?

2.3.4 Martingalas:

Um PE Px(t) (discreto ou continuo) é uma martingala se (X;) < oo para todo

t e se para quaisquer t; < to < ... < t,41 vale 7):

<th+1|Xt1 =21, .. 'th = xna> =Ty < Q.

Este é um modelo de jogos justos, em que a varidvel ao tempo t é X;. A
propriedade de martingala diz que a média ao tempo t,+1, dado que se tem
Tn ao tempo t,, € igual a x, independentemente de quais foram os valores
passados.



3 Dinamica estocastica: equagao de Langevin

A dindmica de um sistema estocastico pode ser descrita incorporando nas
equagdes de movimento deterministas uma forga flutuante (aleatéria) apro-
priada, obtendo-se assim uma equacao de Langevin. Muitos sao os problemas
que podem ser abordados a partir do tratamento estocédstico da dindmica, desde
reacoes quimicas até a dinamica de populagoes. Um tratamento alternativo
consiste na descrigao probabilistica através de uma equagao para a distribuicao
de probabilidade dos estados do sistema. Veremos em detalhe estas duas des-
crigdes e exploraremos a conexao entre ambas. Antes, vamos analisar um caso
concreto, o da particula browniana.

3.1 Movimento browniano

Uma particula no dominio browniano obedece a equagao de movimento

v = —yv + n(t), (28)

onde a forga exercida pelas particulas do meio (dividida pela massa m da
particula), denominada forga de Langevin, tem as seguintes propriedades:

i. Consiste de um termo viscoso, que depende linearmente da velocidade v
da particula, e de um termo flutuante no tempo, independente de v.

ii. A sua média é dada pelo termo viscoso de modo que (n(t)) = 0, onde a
média é tomada sobre um ensemble de sistemas.

iii. Os choques experimentados pela particula sao descorrelacionados uns dos
outros e ocorrem instantaneamente, tal que (n(t)n(t')) = T'§(t —¢'), onde
I" é uma constante.

A equagao (28) com estas propriedades representa uma equacdo de Lange-

vin® 9). A sua solugao é

t
v(t) = voe 7 + efvt/o A’ n(t"), (29)

onde vy é a velocidade inicial.
Da condigao (ii), temos (v) = vpe™ ", enquanto da condigao (iii), obtemos

(W) = vBe >+ %(1 ) (30)

No equilibrio térmico, considerando a lei de equiparticao, a energia cinética
média da particula browniana se movimentando em 1D é dada por



%m<v2) = %kBT, (31)
onde kp é a constante de Boltzmann e T a temperatura. Entao, para tempos
t > 1/v, de (30) e (31) resulta a relagdo I' = 2vkpT/m, uma manifestagéo
simples do teorema de flutuagao-dissipacdo 6).

Para o deslocamento, obtemos

2(t) = @0 + v (l—e )y + / (1 - D)y, (32)

onde zy é a posigao inicial. Da condigao (ii) da for¢a de Langevin, (z) =
zo + vo(1 — e ") /. Da condigao (iii):
r

2\ _ 2 —t 1 —2~t
(o) = ) = (1= 2=+ 50 =e) (3

Q. 26: Interprete a expressdo assintética de ((z — (z))?) para tempos longos.

Para calcular momentos de ordem superior é necessario especificar as
fungoes de correlacdo de mais de dois tempos. No caso particular em que o
ruido é gaussiano (processo de Wiener, como suposto usualmente) as fungoes
de correlacao de mais de dois tempos ficam determinadas pelas correlagoes de
dois tempos (ver Q. 15).

3.2 Outras equagoes de Langevin

Se a particula em movimento unidimensional estd sujeita adicionalmente a uma
forga externa F(x), temos

0= —yv + F(z) + (), (34)

onde o ruido possui as mesmas propriedades descritas anteriormente em co-
nexao com a Eq. (28). Adicionalmente temos

T = v (35)
Este sistema é um exemplo simples do caso mais geral em que as equagoes
de movimento do sistema descrito pela varidvel aleatéria x = (z1,...,2n) sdo

da forma



z; = Fi(x) + ni(t), (36)

tal que (;) =0e (n;(t)n;(t')) =T3;6(t —1'), Vi, j. Se as forgas sdo lineares (ou
seja F; = 3, Fija;), o processo é denominado de Ornstein-Uhlenbeck.
A equagao de Langevin geral, no caso unidimensional, é da forma:

Z = F(zt) + G(z,t)n(t), (37)

onde 7(t) tem as propriedades estocdsticas ja descritas, mas note que a inten-
sidade do ruido depende explicitamente do estado da particula. Neste caso o
ruido é denominado multiplicativo.

Q. 27: Considere a Eq. de Langevin z = zn(t), calcule os momentos de z como funcio do

tempo sendo 7 um ruido gaussiano §-correlacionado e com média nula.

3.3 Integral estocéastica

Se n(t) corresponde a uma seqiiéncia aleatéria de fungoes delta, entdo o termo
de ruido provoca saltos em z de tal modo que o valor de z no instante do
chute é indeterminado e portanto o valor de G(z,t) nesse instante. Entdo a
Eq. (37) estd mal definida e é necessdrio introduzir uma especificagao adicional
que permita avaliar z no instante do salto. Esta dificuldade nao ocorre quando
o ruido é aditivo. Também nao ocorreria se a correlagao do ruido tivesse uma
largura finita €, mas neste caso o processo nao seria markoviano.

Segundo a interpretacdo de Itd, deve ser considerado o valor antes do
salto, de tal modo que a equagao (37) pode ser escrita como

t+AtL
2(t+ At) — z2(t) = F(z(t),t)At + G(z(t),t)/ n(t")dt'. (38)

Uma outra interpretagao é a de Stratonovich, que considera o valor médio,
em cujo caso obtém-se

t+At
2(t+ At) — z(t) = F(z(t),t)At + G(z,t)/ n(t')dt’, (39)

onde z = [z(t + At) + z(t)]/2.
Representar graficamente uma realizagdo de ruido branco d-correlacionado
é impossivel. No movimento browniano (processo de Wiener), por exemplo, o



caminho W (t) = fot n(t')dt’ é continuo porém nao é diferencidvel. Entretanto
o seu incremento

t+7
w(r) = W(t+7) — W(t) = /t ()t (40)

cuja média é nula e a sua autocorrela¢do (w(7 )w(72)) = min(my, 72), é um novo
processo de Wiener que resulta bem definido.

3.4 Derivacao de FDPs apartir da equagao de Langevin

Para achar distribuicoes de probabilidade, vamos discretizar as equagoes de
Langevin e utilizar resultados conhecidos para a soma de VAs independentes 8).
Discretizando o tempo (¢t = k7, com k € Z), a equagao de Langevin (28)

pode ser escrita como 4)

Vpr1 = avp + VITE, (41)

onde o = (1 — y7) e as VAs ¢, tém as propriedades ({x) =0 e (€x&;) = dg;. A
velocidade resulta

k—1
v = wvoat + Zws, (42)
s=0

onde ws = a®*VT'7,_s_1. Vamos supor que as VA &, sio independentes. Sendo
v —voa® soma de VAs independentes com média nula e variancia a?*I'r, a sua
distribuigao para tempo longo segundo o TLC é gaussiana com média nula e
variancia 67 = Ei;é a®Tr.

No limite continuo se chega a

R O
ut) = ——e 200)" 43
) = s (4
onde c(t) = voe 7 e G3(t) = %(1 — e 2. Compare com os resultados da

seccao 3.1. Assintoticamente (no estado estacionario), 6(t) — % = keT

m
obtendo-se a distribuicao de Maxwell.
Para as posicoes, procedendo de modo semelhante temos
Tpt1 = Tk + TUE, (44)

de onde resulta

k—1
Th = @0+ TY Vs = Tho + Y Uk, (45)
s=1



onde vs é dado pela Eq. (42), xzpo = xo + 1)0%(1 —af) e us = (1 -
as)%\/ I'7€k_s—1. Assim, no tltimo membro temos de novo uma soma de VAs
independentes. Considerando o caso particular o = vy = 0, no limite continuo
se chega a

I2

1 T 202(8)
flz,t) = me 20°(2) (46)

onde o(t) é o desvio quadrédtico médio da posigao.

Q. 28: Faca esta derivagio detalhadamente e mostre que para tempo longo o(t) — Dt, com
D constante.

3.5 Evolugao temporal dos momentos

Um outro possivel caminho para obter FDPs consiste em determinar os mo-
mentos como fungdo do tempo e, a partir deles, a funcdo caracteristica cuja
antitransformada da a FDP.

Vamos calcular os momentos como fungdo do tempo para as posigoes
da equagao de Langevin com forcas externas (34) no regime superamortecido.
Neste caso a expressao discretizada para as posigoes é:

Tpt1 = Tk + TF, + VITE, (47)

com Fy, = F(xy), (§x) =0, (€x&;) = O; e onde consideramos v = 1. Calculando
xy,,, desprezando termos de ordem superior em 7 e tomando média obtemos:

_ 1 _
(@hpr) = (2) +nrley ™ fi) + gnln = rlzy 2, (48)
de onde resulta uma equagao para a evolucao temporal dos momentos:
d n n—1 1 n—2
&@: )y = n(z" " F(x)) + En(n — 1T (z"%). (49)

Q. 29: A partir da Eq. (49) ache os primeiros momentos para os casos em que (i) F(z) = C'e

(ii) F(z) = —Kz, onde C e K séo constantes. Relacione os resultados com outros anteriores.

Q. 30: A partir da Eq. (49) ache a FDP da posicdo, em auséncia de forca externa.




4 Equacao de Fokker-Planck

Nesta se¢ao vamos seguir um possivel procedimento para derivar a equagao de

evolugao da FDP da particula browniana 8). O procedimento serd ilustrado
com o caso de movimento browniano unidimensional dado pela Eq. (34), no
regime superamortecido.

Seja a fungdo caracteristica associada & FDP f(z,,):

Gn(k) = (etkon) = /dxnei’”’" (zn)- (50)

Partindo da Eq. (47), usando a independéncia das &, e desenvolvendo em
poténcias de 7, temos

Gn_;,_l(k?) _ <eikxn+1>:<eik[xn+7—F(xn)]><eik\/ﬁ§n>

r

ke (51)

Escrevendo as médias como integrais, integrando por partes, igualando os in-
tegrandos, dividindo por 7 e tomando o limite 7 — 0, se chega a

~ G,(k)+ T(ik(F(xn)eikx,,L> _

0 0 r o2

D7) = o [P (0] + 5 s (1), (52)
Este é um caso particular da equagdo de Fokker-Planck (FP) [o caso associado
a equagao de Langevin (34)]. Esta equagdo de FP particular é denominada
equacao de Smoluchowski.

A equagao de FP geral é da forma 4).
0 al 1o 92
8t z:: f(xv t)] + 5 igz:l M[Dﬁ(xv t)f(X,t)] . (53)

Q. 31: Utilizando um procedimento semelhante ao seguido para achar a Eq. (52), mostre
que a equacao de FP associada & equagdo de Langevin (36) é

O:f(x,t) = 2817[F(x Fx, 0] + = Zr” 00, f (%, 1). (54)

4,j=1

Q. 32: Utilizando o resultado da questdo anterior, mostre que para a equagio de Langevin
(34): v = —yv + F(z) + n(t), a equagdo para a densidade f(z,v,t) é a seguinte equagao de
FP, também denominada equag¢ao de Kramers unidimensional:

Ouf = —v0zf — F()u f + v0u(vf) + (I'/2)02, f. (55)




4.1 Algumas generalizacoes da equacao de FP

A equacao de FP néo linear

0 0 r o2

T (z,1) = —%[F(x)f(ﬂ%t)] + 5@[]%%0]” (56)

e a equagao de FP com derivadas fraccionérias

0 0 r o%

—flz,t) = —%[F(x)f(%t)] t 3520

o fla.b), (57)

com v > 0, modelam a difusdo anémala quando v # 1.
Outra generalizagao interessante introduz efeitos de memoria:

¢ 2
% (z,t) = / (—%F(x,t—T)—f—%D(x,t—T)) f(z,7)dr. (58)

— 00

4.2 Solugao estacionaria
No caso unidimensional, a equagao de FP pode ser escrita como

0 0
— t) = ——J(z,t 59
() = —on () (59)
onde J(z,t) é a corrente de probabilidade. Integrando ambos os membros da
Eq. (59), e supondo que a varidvel x é definida no intervalo [a, b], obtemos

d b

e dz f(z,t) = J(b,t) — J(a,t), (60)

a
Para que a probabilidade se conserve, a corrente deve ser a mesma em am-
bos os extremos do intervalo em que a variavel x estd definida. No estado
estaciondrio, a corrente deve ser constante. Se as condigdes de contorno sao
"refletoras” [J(b,t) = J(a,t) = 0], entao J(z,t) =0 V.
No caso da equagao de Smoluchowski (52), a corrente é dada por

ro

J(l‘,t) = F(J?)f(l‘,t) - E%f(xﬂf) (61)

e a solugao estaciondaria resulta ser

fs(z) < exp(—2U(x)/T), (62)

onde U(z) é o potencial da forga externa [F(z) = —U’(x)].



5 Equacao mestra

5.1 Equagado de Chapman-Kolmogorov

Na sec@o 2.2.2 vimos que um processo markoviano Px (t) é tal que

f1|n71(xn7tn|x17t1§ 3T, tpo1) = fl\l(xn7tn|xn—17tn—1)- (63)

Um PE markoviano fica completamente definido pelas fungoes f1 e fy);-
Toda a hierarquia pode ser reconstruida a partir destas fungoes, por exemplo

Ja(@1, tis 2o, t2) frjo(zs, t3|we, tr; 22, t2)
= fi(z1,t1) fip (@2, te|za, t1) fijn(zs, ts|oe, t2)
(64)

fa(x1,ti; 2, ta; 3, t3)

sendo t1 < ty < t3.
Integrando a Eq. (64) na varidvel 3, obtém-se

Ja(z1, t; 23, t3) =f1(901,t1)/d$2 Jin(ze, talzy, t1) fin (s, talwa, t2),  (65)

ou equivalentemente, dividindo ambos membros por f1(x1,t1):

fijn(@s, talzr, th) Z/dﬂh fin (s, t3|we, t2) f1j1(22, ta|o1, 1), (66)

denominada equagao de Chapman-Kolmogorov.

Se adicionalmente o processo é estacionario, a densidade de um estado
independe do tempo e a probabilidade de transicao fi; depende somente da
diferenca dos tempos, assim podemos escrever

Jip (w2, ta]zr,t1) = Ta(wz|zr), com A =ty —t, (67)
portanto a Eq. (66) fica

Tasar(@slz:) = / dus T (ws]2) Ta (wa]1) - (68)

A seguir vamos obter uma representacao diferencial no limite A — 0.



5.2 Derivacao da equacao mestra

Para A suficientemente pequeno, a probabilidade de transicao tem a forma

Ta(za|z1) = [1 = a(1)Ald(za — x1) + W(za|21)A + O(A%),  (69)

onde W (zz|z1) é a probabilidade de transi¢ao do estado 1 para o estado o
por unidade de tempo e

a(xy) = /dmg W (z2|21).
Introduzindo (69) em (68):

Tarar(zs|zr) = [1—a(z3)A] TA(x3|x1)+/dx2 W (x3|xe) Ta(z2|r1) A, (70)

que, dividindo por A’ e tomando o limite A’ — 0, d4

a%TA(J?3|$1) = /d.l?g [W($3|$2) TA($2|$1) — W(J)2|J?3) TA(Z‘3|J)1)]. (71)

Esta equacao é denominada equacdo mestra e pode ser escrita da forma mas
habitual

afg”t’t) - /dx’(W(x|x’)f(x’,t)—W(fc’lx)f(x,t))~ (72)

Representa uma equagdo de ganho/perda da probabilidade em cada estado.
Quando o espago de fases é discreto, a equagao mestra tem a forma

pn(t) = Z(Wnn’pn’ (t) - Wn’npn(t)> . (73)

primeiro termo representa o ganho devido a transi¢oes de outros estados

O primeiro t ta o ganho devido a transigdes de out tad

(n’ — n), o segundo a perda devido as transi¢oes para outros estados (n — n').
No equilibrio vale

ZWnn’pr’ = Z Wn’npfz' (74)
n’ n’

Em determinadas situagoes (sistemas isolados) vale a condigao de balanco de-
talhado:

Won D = Whmps. (75)

Esta condigao representa a reversibilidade microscopica.



5.3 Entropia e irreversibilidade

Consideremos a equacao mestra discreta (73) e suponhamos que esta admite
uma solucado estaciondria discreta com pS > 0. Seja f(x) uma fungdo nao-
negativa (f(x) > 0) e convexa (f”(z) > 0) definida para z € [0,00). A quanti-
dade

H(t) = Y v} flan), (76)
n
onde z,, = ”;ﬁ”, verifica H(t) > 0 e

() = 3 Wanly (e (@) = v f (@) ). (77)

nn’

Por outro lado, para qualquer conjunto de nimeros ¢,, verifica-se a iden-
tidade

Z Wnn/pi/ (¢n - ¢n’) =0. (78)

nn’

Escolhendo ¢, = f(zn) — znf'(z5) € somando a identidade resultante no
segundo membro de (77), tem-se

H(t) = > Wanply ([ow = 2lf (@0) + f@a) = f@n)). (79)

nn’
Sendo f convexa, o fator entre parénteses é negativo exceto se x, = T, .
Portanto H(¢) decresce monotonicamente. Sendo H(t) uma quantidade ndo-
negativa, entdo deve tender a um limite, em cujo caso (79) é nula. Qualquer
funcao f(z) ndo-negativa e convexa pode ser usada, porém f(z) = xIlnz (por-
tanto H = ), pnIn[p,/pg]) tem propriedades adicionais tal como a extensivi-

dade 5).

5.4 Derivacao da equacao de Fokker-Planck

A equagao de FP pode ser derivada como uma aproximagao da equagao mes-

tra 5). A probabilidade de transigdo W (z|x’) pode ser expressa como fungao
do estado inicial e do salto s =z — 2/ W(z|z') = W(a';s). Assim a equagéo
(72) resulta

of(x,t)
ot

= /ds (W(a:’; s)f(z',t) — W(z;—s)f(z, t))
= /ds (W(a: —s;8)f(x —s,t) — W(x;—s)f(z, t)) . (80)



A aproximacao consiste em supor primeiro que W(z', s) é uma funcéo com
um pico estreito em s mas que varia suavemente em z’. Mais precisamente,
existe > 0 tal que

Wi(z';s)~0 para |s| > ¢
Wz’ +y;s) ~W(a';s) paraly| <9. (81)
Uma segunda aproximagao consiste em considerar que a solucao f(z,t)
também varia lentamente com x como no caso anterior, de tal modo que o

deslocamento de x para x — s pode ser tratado por meio de uma expansao em
série de Taylor até a segunda ordem. Assim se chega a

Ul o [ wwar s + 3 [ #25W @ o)fe.0) o
82
que também pode ser escrita como
0 0 0?
U _ D@0+ g rslAa@i@ )], (63)
onde
Ap(x) = /sk(,%W(x,s) ds. (84)

Se tivessem sido considerados todos os termos da expansio teriamos

ot

. oo o Nk k
et S S @+ @l s5)

que é a denominada expansao de Kramers-Moyal. A aproximacao de Fokker-
Planck supoe que os termos com k > 2 sao despreziveis. O truncamento é
exato no caso de ruido gaussiano d-correlacionado. Os coeficientes da expansao
podem ser calculados )a partir da equacao de Langevin seguindo, por exemplo,
4

o procedimento em

5.5 Equagao diferencial de Chapman-Kolmogorov

Uma equagdo mais geral é a denominada equag¢do diferencial de Chapman-

Kolmogorov 3) , em que a evolugao da probabilidade contem as variagoes tem-
porais devido tanto & equagdo de Fokker-Planck, Eq. (53), como & equagdo
mestra, Eq. (72). Ela deriva da equagao de Chapman-Kolmogorov relaxando
a hipdtese de saltos pequenos (considerada na derivagao da equacao de FP na
segao anterior) mas separando as contribuigbes devido a pequenos (|s| < ) e
grandes saltos (|s| > J).



6 Analise de séries temporais

Uma série temporal é uma série de observagoes ou medidas obtidas em diferen-
tes instantes de tempo e pode ser vista como uma realizagao de certo processo
estocastico. Em diversas areas, tais como medicina diagndstica, meteorologia,
financas, etc., os sistemas de interesse sao tipicamente estocasticos e somente
se tem acesso a uma Unica ou poucas séries temporais de um dado processo.
Devido & influéncia de multiplos fatores envolvidos, as equagdes de movimento
desses sistemas sao em geral pobremente conhecidas. Portanto, uma questao
central para essas aplicagoes é a elaboragao de teorias que permitam predizer
a evolucao futura a partir do conhecimento de uma ou poucas realizagoes. Em
alguns casos em que os dados sao muito ruidosos se procura achar ao menos
leis universais, leis comuns a sistemas que podem ser muito diferentes, que
permitem a caracterizacao de um dado fendmeno dentro de classes de univer-
salidade. Estas leis podem ser dadas, por exemplo, por expoentes criticos, que
dependem de poucos parametros tais como a dimensionalidade ou o niimero de
parametros de ordem.

Uma questao importante para escolher o tipo de andlise apropriado é de-
cidir se os dados sao estaciondrios ou nao, ou seja se o sinal depende da origem
de tempo da série. Em sistemas reais, os dados raramente sao estacionérios. Se
as médias e outras propriedades estatisticas nao variam significativamente com
o tempo, ou seja nao apresentam tendéncias no longo prazo, se diz que os da-
dos sao quasi-estaciondrios e na pratica sao tratados como sendo estaciondrios
ja que esta hipotese leva a simplificagoes tedricas. Assim, para lidar com da-
dos nao-estaciondrios é conveniente primeiro remover ou filtrar as componentes
nao-estaciondrias. Também é importante detectar componentes periédicas. Em
geral, um passo crucial é separar as componentes deterministas, das verdadei-
ramente estocasticas.

Uma das propriedades mais importantes que se procura determinar ao
analisar séries temporais, é a denominada persisténcia, que se refere & memoria
ou correlacao interna da série. Uma série é persistente se valores adjacentes
estao correlacionados positivamente, como ocorre no movimento browniano. O
ruido branco é o exemplo de série descorrelacionada. A série é dita antiper-
sistente se valores adjacentes estao correlacionados inversamente, ou seja, se
existe a tendéncia de valores grandes serem seguidos por valores pequenos.

Alguns dos efeitos mencionados (ciclos anuais, tendéncias, flutuagoes ir-
regulares de curto prazo, etc.) podem ser observados na série real da Fig. 4
Discutiremos a seguir algumas técnicas de analise de séries temporais.
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Figura 4: Série temporal do niimero de antincios laborais mensais na Austrélia 9).

6.1 Densidade espectral e autocorrelagao

Dado um PE Px(t), se o processo é estaciondrio, a sua funcao de autocorrelagéo
depende somente da diferenca de tempos:

C(r) = (X(t+71)X* (1)) = (X(1)X7(0)), (86)

onde o asterisco denota o complexo conjugado. Se o processo é estacionario e
ergddico, C(7) independe do tempo e a média de ensemble pode ser substituida
por uma média temporal sobre um intervalo de tempo suficientemente longo
2T de uma dada realizagdo x(t) do processo, assim
1 /T
Clr) = (X({t+71)X*(t)) ~ oT dt’ x(t' + 7)a*(t'). (87)
-T
A aplicabilidade destas hipdteses é crucial ja que em geral se dispée de uma
Unica realizagao.
Por outro lado, dada a série x(t), é util conhecer sua decomposigdo em
fungoes senoidais do tempo através da andlise de Fourier. Considerando que
x(t) é nula fora do intervalo —T <t < T, a sua transformada de Fourier é

Z(w) = /OO dte™“ix(t) (88)

—0o0

[se z(t) é real entdo Z(w) = Z*(—w)] e a sua densidade espectral



S(w) = glEW)?.

Introduzindo a transformada (88) na defini¢ao (89), temos

1 e . o0 -
S@ = g [ et [ are )

1 > * > —wT
= ﬁ[mdtx (t)[dee x(t+71)
1 [e.¢]

o0
_ / dre 7 / _dta(t ) ()

= / dre ™7C(7).

(90)

Este é um resultado importante, conhecido como relagio de Wiener-
Khinchin, que relaciona a densidade espectral S(w) com a fungdo de auto-
correlagdo C(7): a densidade espectral é a transformada de Fourier da auto-

correlacao e reciprocamente.
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Figura 5: Densidade spectral S(f) associada a realizagdes v(t) de diferentes processos

estocasticos 13).
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Figura 6: (a) Série temporal da taxa cambial marco-alemdo/délar no intervalo jan/1993-
jun/2000. (b) A sua correspondente densidade espectral S(f) 14),

Tipos comuns de ruido com as suas respectivas densidades espectrais sao
ilustrados na Fig. 5 em quanto na Fig. 6 é apresentado um caso real. Em todos
estes casos, a densidade espectral segue uma lei de poténcia:

S(f) o< f77. (91)

Esta lei permite identificar uma classe de universalidade através do expoente
8. Porém, a densidade espectral nao sempre segue uma lei de poténcia como
nesses casos. De todos modos, a transformada de Fourier informa se existem
freqiiéncias mais abundantes que outras, em particular se existem ciclos, como
pode ocorrer em meteorologia ou medicina. Portanto a transformada de Fou-
rier d4 sempre informacao importante sobre a distribuicido e correlagoes das

amplitudes, freqiiéncias e fases das componentes do sinal 10)

Q. 33: Encontre a densidade espectral para o ruido §-correlacionado 7(t) definido na segéo

3.1. Como se modifica o resultado se a correlacdo tem uma largura finita?

Q. 34: Calcule a fungdo de autocorrelagio sabendo que a densidade espectral é da forma,

S(f) ~ 5.

A transformada em Fourier de X (¢) é um novo PE:

oo

X(w) = / dte ™t X (t). (92)

— 00

A autocorrelagao da varidvel transformada é:
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/ dt o=t / dt’ ¢ (X () X* (¢)

[ dte ™! / dt’ ™'t (X (t — ') X*(0))

o e o
/ ds e—z(w—w )s/ ds/e—z(w—i-w )€/2<X(S)X*(O)>
—00 —o0

270 (w — w') /jo dse ™*C(s)
= 270(w —w)S(w).

Esta é outra das relagoes de Wiener-Khinchin e mostra que da estacionariedade
de X (t) resulta que, para freqiiéncias diferentes w e w’, X(w) e X*(w') séo
descorrelacionadas.

6.2 Outros métodos de analise
6.2.1 Contagem de caixas: dimensdo fractal

A dimensao fractal D é utilizada como uma medida da rugosidade do perfil.
Permite quantificar a existéncia de padrdes de auto-similaridade. Uma forma
de medir D é pelo método de contagem de caixas:

D — lim lnN(e)’
e—0 1111/6

(93)

onde N(e€) é o niimero minimo de caixas de lado € necessédrio para cobrir todo o

conjunto de pontos. Porém, existem varios outros métodos, como o da integral

de correlacao de Grassberger-Procaccia 11),

6.2.2 Anélise R/S: expoente de Hurst

Um outro expoente que permite medir o grau de rugosidade é o denominado
expoente de Hurst H. Este expoente foi definido originalmente dentro da teoria
do intervalo rescalonado, também denominada andlise R/S. Esta teoria foi
definida por Hurst para detectar a “persisténcia” ou memdria de longo prazo
em séries temporais.

O método consiste no seguinte procedimento: dada a série z(¢) no inter-
valo 0 <t <7,



i. redefinir a variavel como

t

y(t,7) =Y _[2(6) = (2)], (94)

i=1
onde a média é calculada no intervalo [0, 7]. A média sobre o intervalo 7
é substraida para eliminar a tendéncia;

ii. determinar R(7) = maz{y(t,7)} — min{y(t,7)};

iii. calcular a variancia nesse intervalo:

S*(r) ==Y [=() — (=) (95)

i=1

é esperado o comportamento gé:; ~ 7H  de onde pode ser extraido o ex-

poente caracteristico H. Interpretando os z(i) como incrementos espaciais
de um paseio aleatério unidimensional, entdo a expressdo (94) representa a
posicao do caminhante ao tempo t. No caso do movimento browniano unidi-
mensional, o incremento da varidvel rescalonada no intervalo de comprimento
7, R/S(7), é proporcional a 71/2. Em geral o expoente pode ser diferente de
1: R/S(1) ~ 7 com 0 < H < 1, correspondendo a um tipo de processos

denominado movimento browniano fraciondrio 13),

Pode ser mostrado que para perfis auto-afins H = 2 — D e também que o
expoente 3 da densidade espectral [S(f)] ~ f 7P| é 3 =2H+1. Se1/2 < H < 1,
a série temporal é persistente, caracterizada por efeitos de memoria de longo
prazo.

Quanto menor H, maior é a dimensao fractal e portanto maior a rugosi-
dade do sinal, segundo é ilustrado na Fig. (7).

6.2.3 DFA: expoente de Haussdorf

Um outro método de anélise de séries é o denominado analise de flutuagoes sem

tendéncias (DFA: ”detrended fluctuation analysis”) 12) Dada uma seqiiéncia
aleatéria y(n), sdo considerados N pontos em N/7 caixas, cada uma com 7
pontos. Em cada caixa, se define o melhor ajuste linear z(n) = an + b. Consi-
derando a funcdo de flutuagao F(1)

kT
Fr) =2 Y ) - =), (96)
n=(k—1)7+1

com 1 <k <N/t B esperado que
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Figura 7: Valores de H e D para diferentes sinais 13),

(F2 ()2~ 7l (97)

onde a média é calculada sobre os N/7 intervalos. O expoente H,, também
denominado expoente de Hausdorff, coincide com H.
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