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1 O Principio da relatividade e as leis de Maxwell

O Principio da relatividade afirma que as leis fundamentais da Fisica sdo satis-
feitas em todos os sistemas inerciais. Poderia entdo se perguntar se as leis de
Maxwell tém ou nao o status de leis fundamentais da Fisica, no sentido de que
o enunciado do Principio da relatividade seja védlido para elas. Para analisar
esta questao, vamos considerar a distribuicao de cargas da Figura 1. A Figura
da esquerda mostra dois fios infinitos que transportam correntes iguais; um
deles é neutro e o outro estd carregado. As leis do eletromagnetismo dizem
que existe uma interagao magnética entre ambos os fios. Na Figura da direita
estd representada a mesma configuragdo vista num referencial que acompanha
as cargas positivas. Neste caso as leis de Maxwell dizem que nao existe in-
teragao alguma pois um dos fios ndo tem corrente enquanto o outro fio nao tem



Figura 1: Paradozo da for¢a entre dois distribucdes em referenciais distintos.

carga. Os resultados obtidos aplicando as mesmas leis em dois referenciais dis-
tintos sao claramente contraditérios (a existéncia de uma interagao deveria ser
um fato absoluto, independente do referencial). Em principio esta contradi¢ao
pareceria indicar que nao é possivel utilizar as leis de Maxwell em dois refe-
renciais distintos. Em tal caso as leis de Maxwell nao seguiriam o Principio da
relatividade, e seria necessédrio identificar o referencial onde elas sao aplicaveis.
Contudo, devemos destacar que a passagem da Figura da esquerda para a Fi-
gura da direita nao é completamente inocente porque envolve duas suposigoes:
que as distancias ndo mudam (as distancias sdo absolutas) e que as cargas nao
mudam.

A crencga em distancias absolutas tem sido uma pedra basal na construgao
da Mecanica de Newton, e devemos admitir que a nossa experiéncia cotidiana
diz que se trata de uma hipdtese aceitavel sobre a natureza do espago. Mas
a experiéncia cotidiana é boa conselheira s6 no espectro de fendémenos que ela
mesma abrange. Vamos examinar como a crenca em distancias absolutas entra
nas transformacoes de Galileo. Da Figura 2 fica claro que dop = door + dop.
Esta relacao entre as distancias vale se todas elas sao medidas num mesmo
referencial, seja S ou S’. O que chamamos de coordenada x do ponto P nao é
mais que a distancia dpp medida em S, enquanto ' é a do/p medida em S’.
Por outro lado, dpor medida em S € igual a V' ¢t. Daqui concluimos que

dop medidoem S = z — Vit (1)

Sé a nossa crenca em distancias absolutas nos leva a substituir o membro
da esquerda por 2/, para assim obtermos as transformacoes de Galileo. Alias,
a hipdtese de distancias absolutas leva inevitavelmente a considerar tempos
igualmente absolutos. Com efeito, para que nao exista privilegio entre S e S a
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Figura 2: Coordenadas do ponto P em referenciais distintos.

transformagao de Galileo inversa deve ser igual a direta, exceto pela mudanga
de V por —V:
¥ =z - Vt, x =2 + V', (2)

mas isto é consistente s6 se
t =t (3)

O problema com o uso das leis de Maxwell em referenciais distintos pode
ser formulado nesta frase: as leis de Maxwell nao sao invariantes sob trans-
formagdes de Galileo. Na realidade, Maxwell ndo se preocupava com esta
questao porque as ondas eletromagnéticas que resultavam de suas equagoes
eram vistas naquela época como ondas materiais (resultado da perturbagao de
um meio material: o éter), como outras tantas ondas materiais conhecidas (o
som, as perturbagoes da superficie da dgua de um tanque, etc.). Este tipo
de fenomenos tem um referencial naturalmente privilegiado, que é o sistema
fixo ao meio material onde a perturbagéo se propaga. A equacdo de onda que
descreve essa propagacao sé6 é valida no sistema fixo ao meio, e Maxwell nao
pretendia que fosse invariante sob transformagoes de Galileo (é facil verificar
que ndo ¢é). Ainda mais, a velocidade de propagacdo da onda estd escrita na
prépria equacao de onda, aparecendo como um coeficiente relacionado com as
propriedades do meio material; é evidente que essa s6 pode ser a velocidade de
propagacao relativa ao meio. Com efeito, das transformagoes de Galileo resulta
que as velocidades nao sao invariantes,

Uy = ugy — V, (4)

portanto, no contexto das transformagoes de Galileo, uma equagdo de onda sé
pode valer num tnico referencial.

A teoria ondulatéria da luz é anterior a Maxwell: nasceu com Huygens
(1678), e alcangou a sua formulagdo matematica acabada com Fresnel (1818).
A semelhanca entre o valor conhecido da velocidade da luz e a velocidade de
propagacao das ondas eletromagnéticas de Maxwell, foi considerada uma prova



de que a luz é um fenémeno eletromagnético. O carater intangivel do éter (a luz
se propaga em regides aparentemente vazias), levou os fisicos do século XIX a
tentarem detectar nao mais o préprio éter, mas o nosso estado de movimento em
relagao ao éter. Os experimentos procuravam medir diferengas nas velocidades
de propagacao de raios de luz, que revelassem uma composigao galileana entre
a velocidade da luz relativa ao éter e a velocidade do laboratorio relativa ao éter
(Hoek, 1868; Michelson, 1881; Michelson-Morley, 1887; etc.), ou alteracoes da
lei de Snell devidas ao movimento relativo ao éter do material transparente onde
um raio se refrata (Arago, 1810; Airy, 1871). Os resultados destes experimentos
foram sempre negativos: o movimento do laboratério relativo ao éter nunca foi
detectado. Fizeram-se diferentes hipdteses com relacdo a interacdo do éter
com a matéria para justificar estes resultados. Tais teorias dindmicas sobre a
interagao entre o éter e o resto da matéria atingiram sua forma mais elaborada

na Teoria dos elétrons de Lorentz (1895).

2 A relatividade de Einstein

Enquanto a comunidade cientifica debatia estas questoes, em 1905 Einstein
mudou o enfoque do problema propondo que as leis de Maxwell sao leis funda-
mentais que integram, portanto, o conjunto de leis que satisfazem o Principio da
relatividade. Para Einstein o campo eletromagnético tem identidade prépria,
e nao precisa uma “materializacao” através da idéia de um éter. Se o éter nao
existe, entdo nao ha nada que privilegie um referencial com relacdo a outro,
e as leis de Maxwell devem ser validas em qualquer referencial inercial. Isto
significa que a luz se propaga com a mesma velocidade ¢ em qualquer referen-
cial inercial. Nao existem entao as diferengas de velocidade buscadas pelos
experimentadores, e a lei de Snell vale em qualquer laboratério onde o mate-
rial refrator esteja em repouso relativo. E claro que admitir uma velocidade
finita invariante rompe com o teorema da adi¢ao de velocidades de Galileo (4),
e supoOe entao o abandono da nossa crenca em distancias e tempos absolutos.
Einstein propos elevar as leis de Maxwell & categoria de leis fundamentais,
abandonando as nossas nogoes intuitivas de espago e tempo para subordina-las
a invariancia da velocidade da luz. Vamos agora reformular a transformagao de
coordenadas cuidando de nao introduzirmos nelas nenhum preconceito sobre a
natureza do espago e do tempo. Na Figura 3 mostramos uma barra percorrida
por uma particula; o movimento relativo barra-particula fica caracterizado pela



Figura 3: Movimento relativo barra-particula. a) No referencial préprio da
barra; b) No referencial proprio da particula.

velocidade relativa V. Na Figura da esquerda esta representado o movimento
relativo no sistema fixo a barra, enquanto a Figura da direita descreve este
movimento no sistema fixo a particula. Como nao estamos dispostos a prejul-
gar com relagao a natureza do espaco e do tempo, desenhamos a barra com
diferentes comprimentos em cada sistema. Chamamos de comprimento proprio
L, ao comprimento da barra no sistema onde ela se encontra em repouso. O
tempo que demora o percurso da particula ao longo da barra também pode de-
pender do referencial. Chamamos de tempo prdprio At ao tempo transcorrido
entre dois eventos medido no referencial onde os eventos acontecem na mesma
posigao (sempre que um tal sistema exista). No nosso caso, os dois eventos
sao as passagens da particula por cada extremo da barra. Estes dois even-
tos acontecem na mesma posi¢do no sistema fixo a particula; de modo que o
tempo transcorrido entre os eventos é um tempo préprio no sistema da Figura
da direita. A definicdo de velocidade nos permite escrever

L, = VAt L = VAr, (5)

onde At é o tempo do percurso da particula ao longo da barra no sistema da
Figura da esquerda. Daqui resulta

oL )

AT L
Esta relagao diz que se estivermos dispostos a renunciar as distancias absolutas
(Lo # L), também teremos de renunciar aos tempos absolutos (A7 # At).
Alem disso, ela diz que a relagao entre o comprimento em movimento e o com-
primento préprio de um corpo tem o mesmo carater que a relagao entre o
tempo préprio e o tempo entre o mesmo par de eventos em outro referencial.
Concretamente, ambas as relagoes ndo podem depender mais que da veloci-
dade relativa V' entre o sistema préprio correspondente e o outro referencial
arbitrario. A equacao (5) diz entdo que a mesma fungao v(V') que expressa a
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Figura 4: Percurso da luz. a) No referencial préprio da barra; b) num referen-
cial onde a barra se movimenta.

relagao entre comprimentos tem de expressar também a relagao entre tempos:

L At

“ = =) 7)
As relagoes (6) supdem que o espaco e o tempo sdo isotrépicos e homogéneos;
senao as relagoes poderiam depender do lugar ou do instante de ocorréncia dos
eventos ou da orientacao da barra. Vamos admitir, como na Fisica cléssica, que
o espago esta dotado de uma geometria euclidiana -portanto ele é isotrépico e
homogéneo-, e que as relagdes (6) ndo dependem do tempo.

A forma da fungao (V') serd ditada pela invaridncia da velocidade da
luz, a qual se subordinarao as nogoes de espago e tempo. Na Figura 4 vamos
considerar como par de eventos a passagem do raio de luz pelo extremo livre
da barra, e o seu retorno ao mesmo extremo apos ter sido refletido no espelho.
Neste caso o tempo préprio entre os eventos corresponde ao sistema fixo a
barra, pois ambos os eventos acontecem no mesmo extremo da barra. Como a
luz viaja com velocidade ¢ (em qualquer sistemal),

cAT = 2L, (8)

No outro sistema o tempo At entre os eventos é calculado com a mesma, velo-
cidade ¢ do raio de luz. Considerando o deslocamento da barra, temos que

CAtida - VAtida + L; CAtvolta = L — VAtvolta; (9)

L L 2L 1
At = At; At = —— = — — 10
ida T volta c—V + c+V c 1_‘2_22 ( )

Dividindo (8) e (10), e usando as relagoes (6) obtemos

W) = —— (11)



Entao

contragcao dos comprimentos L = L,y\/1 — — (12)

dilatagdo do tempo At = ——— (13)

Estas sao as relagoes entre comprimentos e tempos que resultam de admitir
a existéncia de uma velocidade finita ¢ invariante (igual em todos os referen-
ciais). Em contrapartida, as transformacoes de Galileo, s6 deixam “invariante”a
velocidade infinita (veja-se (4)) . Consistentemente, reencontramos as nogoes
cléssicas de espago e tempo tomando o limite ¢ — oo em (12-13). Também
vemos em (12-13) a razdo pela qual a nossa experiéncia cotidiana nao é capaz
de revelar a relatividade de distancias e tempos: a velocidade invariante ¢ (a
velocidade da luz) é muito maior que as velocidades V' envolvidas no espectro
de fenomenos cotidianos, de modo que o fator v(V') é praticamente igual a 1
nesse espectro. Vocés imaginam agora qual é a resposta relativista ao problema
proposto na Figura 17

Poderfamos perguntar o que acontece com (V) se V. > ¢. Se V fosse
maior que ¢, entao o raio de luz nao atingiria o espelho no sistema onde a barra
se movimenta. Isto levaria a uma situacao absurda na qual um evento que
acontece num sistema (a chegada do raio de luz ao espelho) nao acontece no
outro sistema. Isto indica que a velocidade ¢ deve ser uma velocidade limite
para os corpos materiais: V' < c. Voltaremos a esta questao na Secao 3.

A coordenada x’ da Figura 2 é do'p medida em S’, e podemos pensa-
la como sendo o comprimento L, de uma régua em repouso no sistema S’.
Entao dop medida em S é o comprimento contraido dessa régua: do/p|, =
y(V) tdorpl, = (V)" 'a’. Assim a equagdo (1) fica

¥ = (V) (2~ Vi) (14)

Exercicio: Como S e S’ sdo sistemas em pé de igualdade, a transformagao
inversa de (14) deve ter a mesma forma, exceto pela mudanga de V' por =V,

x = y(V)(2' + Vi) (15)
Utilize (14) e (15) para obter
t = (V) (t — Ve 2x) (16)



t = y(V)(t + Ve 2a) (17)
Exercicio: Mostre que os comprimentos transversais a V. ndao mudam,
Yy =y, 7=z (18)

(Ajuda: Use um experimento imaginado, como aquele que permitiu calcular
v(V), onde a barra com o espelho seja perpendicular & diregdo do eizo x).

As transformacoes (14), (16) e (18) sao as transformagcoes de coordena-
das que deixam invariante a equagao de onda com velocidade de propagacgao c.
Sao chamadas transformacoes de Lorentz (Voigt, 1887; Larmor, 1900; Lorentz,
1899, 1904). Embora tenham sido obtidas antes do trabalho de Einstein, sua in-
terpretacao era completamente diferente. Enquanto para Einstein a contracao
dos comprimentos e a dilatacdo do tempo sao efeitos puramente cinematicos
que nao privilegiam nenhum referencial (a barra terd comprimento L, em qual-
quer referencial onde ela se encontre fixa, e terd comprimento L em qualquer
referencial onde ela se movimente longitudinalmente com velocidade V), se-
gundo Lorentz a velocidade V era a velocidade da barra relativa ao éter, e a
contragao era um fato absoluto (verificado em todo referencial) produzido por
uma interagao com o éter. Segundo Lorentz a “dilatacao do tempo”’nao afetava

ao tempo absoluto senao que envolvia um “tempo matematicamente auxiliar”.

Em Relatividade se utilizam graficos ¢t vs. x. Em tais gréficos um evento
é um ponto, e um raio de luz é uma reta a 45°. Os movimentos das particulas
s@o denominados linhas de universo (veja-se a Figura 5 esquerda). Costuma-se
inserir as linhas coordenadas do sistema S’ no grafico espago-tempo do sistema
S. Para isso usamos as transformagoes (14) e (16) para determinar os lugares
geométricos dos eventos que tém t’ = constante e ' = constante, que sao retas
com inclinagao V/c e (V/c)~! respetivamente. Em particular ' = 0 carateriza
os eventos que formam o eixo ', enquanto ¥’ = 0 carateriza os eventos que for-
mam o eixo t’ (veja-se a Figura 5 direita). Para obter resultados quantitativos
destes graficos mistos é necessério calibrar previamente os eixos de ambos os re-
ferenciais. A diferenca das rotagoes, as transformacoes de Lorentz nao deixam
invariantes circunferéncias e sim hipérboles (como veremos logo em seguida);
de modo que as unidades de medida nos eixos de S’ diferem das unidades nos
eixos de S. Em contrapartida, nao hé dificuldade em se obter resultados quali-
tativos, e o mais evidente de todos eles é que os eventos simultaneos em S nao
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Figura 5: a) Linhas de universo de particulas e raios de luz. b) Linhas coorde-
nadas do sistema S’ no grdfico do sistema S.

s&o simultaneos em S’ e vice-versa. A simultaneidade de eventos € uma nogao
relativa (enquanto em Fisica cléssica ela é absoluta). Com efeito, no sistema S
sao simultaneos todos os eventos que tenham a mesma coordenada t, ou seja,
todos os pontos que estejam sobre uma mesma reta paralela ao eixo x da Figura
5. Por outro lado, em S’ sao simultaneos todos os eventos que tenham a mesma
coordenada t'; isto é, trata-se de pontos dispostos sobre uma mesma reta para-
lela ao eixo 2’ da Figura 5. Evidentemente as nogoes de simultaneidade de cada
sistema diferem entre si ( At = 0 ndo implica em At¢’ = 0 nas transformagoes
de Lorentz). A relatividade da simultaneidade é o ingrediente necessirio para
justificar que dois referenciais nao concordem sobre as dimensoes de um objeto.
A medi¢ao de uma barra no sistema S implica na determinacao das posigoes
simultaneas dos seus extremos. Esta medigdo ndo é “boa”para o sistema S’
porque ele nao compartilha a nocao de simultaneidade de S.

Exercicio: Mostre que as transformacoes de Lorentz deizam invariante a se-
guinte combinacdo de distancias e tempos que chamamos de intervalo:

As? = 2 (At)? — |Arf? (19)

onde At e |Ar| sdo o tempo transcorrido e a distincia entre dois eventos quais-
quer (|Ar|? = (Az)? + (Ay)? + (A2)?). Invariante significa que a grandeza
em questdo tem o mesmo valor em qualquer referencial.
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Figura 6: Cone de luz do evento E (a coordenada z foi suprimida).

Se as coordenadas espaciais nao aparecessem com sinal oposto ao da coor-
denada temporal, o intervalo teria o aspecto de uma distancia euclidiana num
espago-tempo de quatro dimensoes. Dizemos entao que o espago-tempo tem
uma geometria pseudo-euclidiana (espago-tempo de Minkowski).

A invariancia do intervalo permite classificar pares de eventos de forma
independente dos referenciais. Dizemos que um par de eventos tem separagao
temporal, espacial ou nula se o intervalo entre eles é, respectivamente, posi-
tivo, negativo ou zero. Os eventos com separacao nula estao sobre raios de luz
(As = 0 & cAt = £|Ar|). Esta classificagdo absoluta introduz no espago-
tempo a nocao de cone de luz de um evento. O cone de luz de um evento F
é formado por todos os eventos que tém separagao nula com FE. Isto significa
que o cone de luz de F é gerado por todos os raios de luz que passam por F.
Os eventos interiores ao cone de E estao separados temporalmente de E. Os
eventos exteriores ao cone de FE estao separados espacialmente de E. Na Figura
6 se percebe que se dois eventos E e A estao separados temporalmente existe
sempre um referencial onde os dois eventos acontecem na mesma posi¢ao: o
eixo t' deveria ser paralelo a linha EA (neste caso existe o tempo préprio entre
os eventos). Por outro lado, se dois eventos E e B estao separados espacial-
mente existe sempre um referencial onde os dois eventos sao simultaneos; no
resto dos referenciais ou bem E acontece antes de B, ou bem B acontece antes
de E. Portanto, ndo podemos falar de uma relacdo causa-efeito entre even-
tos separados espacialmente. Ao contrario, a ordem temporal de dois eventos
separados temporalmente é a mesma em todos os referenciais.

Composicao relativista dos movimentos. Para determinarmos a
corregao relativista ao teorema da adigao de velocidades de Galileo (4), vamos
novamente considerar uma particula que percorre com velocidade u, uma barra



Figura 7: Movimento relativo barra-particula. a) Num referencial quaisquer;
b) no referencial préprio da barra.

que se movimenta com velocidade V' (Figura 7). O tempo transcorrido entre
as passagens da particula frente a cada extremo da barra satisfaz

up At = L+ VAt = (V) 'L, + VAt = y(V)Lu, A + VAL (20)

Neste caso, nem At nem At’' sio tempos préprios, porque o tempo préprio
transcorre no sistema fixo a particula. A relagdo do tempo préprio com At e
At' é entdo

At = v(u) At, At = y(u') AT, de jeito que v(u')"' At = y(u)"t At (21)

e substituindo

(W) u" = (W) (V) (us — V) (22)

Se acrescentarmos uma componente transversal ao movimento da particula e
lembrarmos que Ay’ = Ay, entéo u,’ At' = u, At, e dai resulta

Y ) uy," = y(u)uy ; analogamente vy u, = y(u)u, (23)

Quando ¢ — oo os fatores 7 tendem a 1 e recuperamos as transformagoes de
velocidade galileanas.

Nas transformagoes (22-23) podemos nos livrar de y(u') e y(u). Para isto,
construimos a transformacgao inversa de (22) mediante o argumento de que a
Unica mudanga deve ser a de V por —V:

YW ue = (W) y(V)(u’ + V) (24)

Substituindo (22) em (24) obtemos

(25)



e dividindo (22) e (23) por (25):

/1 - ¥2 _ v
’ Up — V , 1 oz Uy , 1 =z Uz (26)

Uz = 1 ugy VO Uy = 1 u, V.o Uz = 1 Uy V.
e e T T2

Exercicio: Obtenha as transformagoes (26) derivando as transformagoes de
Lorentz das coordenadas ao longo da linha de universo da particula.
Exercicio: Derive em (26) para obter as transformagdes da aceleragdo.

Transformagao de um raio de luz. Num referencial S, seja um raio
de luz com freqiiéncia v e diregao de propagacao n (veja-se a Figura 8). Seja At
o tempo transcorrido no sistema S entre as passagens de duas frentes de onda
sucessivas pela posigao de um observador que se movimenta com velocidade V,
de maneira que no tempo At a segunda frente percorre o comprimento de onda
que a separa da primeira frente, mais a distancia que o observador se desloca
perpendicularmente aos frentes de onda. Entao

vl

At = X+ V-nAt = At = ——— 27
¢ v c—V n @7
Transformando At no tempo proprio do observador, obtemos o periodo no
sistema do observador: At = (V)T = v(V) v’ . Logo,
1-Y.n
v = —t—wv (28)
R
02
Devido a dilatacao do tempo, existe efeito Doppler mesmo que V-n = 0. A
verificacao experimental deste efeito Doppler transversal é uma comprovacao

direta da dilatagao do tempo.

)

Figura 8: Onda plana propagando-se na dire¢do ni e observador movimentando-
se com velocidade V



Exercicio: Escreva a transformagao inversa de (28), multiplique ambas, chame
de 0 ao angulo entre a direcdo de propagacao e o vetor V, e obtenha a trans-
formagao da direcao de propagacao (aberragio da luz):

cosh — ¥
(&

cosl’ = ———< 29

1 - % cosf (29)

Exercicio: Obtenha a equagdo (29) substituindo nas transformagoes (26) as

componentes da velocidade do caso limite em que a particula se movimenta com
velocidade ¢: uy, = ccosb, u, = csinf, u,’ = ccosf’, u,’ = csinf’.

3 Dinamica relativista

As novas nocoes de espago e tempo, adequadas para que as leis de Maxwell te-
nham o status de leis fundamentais que obedecem o Principio da relatividade,
levam obrigatoriamente a reformulacao da Dindmica cldssica. Com efeito, as
leis da Dinamica newtoniana estao baseadas na invariancia de distancias e tem-
pos. Na Segunda Lei de Newton —F = ma—, a forca é dada por uma lei para
a interacgdo (como a lei da gravitagao, a lei de Hooke, etc.); as interages fun-
damentais dependem de distancias, e como as distancias sao invariantes, as
forgas também o sao. Por outro lado, as aceleragoes sao invariantes sob trans-
formagdes de Galileo. Deste modo, a Segunda Lei de Newton é consistente com
o Principio da relatividade galileano (a massa é considerada uma propriedade
da particula que nao depende do referencial). Em contrapartida, na Relati-
vidade Especial a interagao paradigmética é a interagao electromagnética, de
maneira que a forca paradigmatica é a forca de Lorentz que depende da ve-
locidade da carga. Por outro lado, longe de ser invariante, a aceleracao se
transforma de maneira muito complicada sob transformagoes de Lorentz. Isto
significa que reformular a Dinamica a partir da Segunda Lei de Newton nao
parece ser um bom plano.

Quando combinamos a Segunda Lei de Newton e o Principio da agao
e reacdo (Terceira Lei de Newton) obtenemos a conservagdo do momento de
um sistema de particulas isolado. A conservacao resulta da anulagao de to-
das as forcas internas (as tnicas que existem num sistema isolado) devido a
que em cada instante elas formam pares de agao e reagao. Qualquer variagao

do momento de uma parte do sistema é compensada instantaneamente por



uma variacao igual e oposta da outra parte do sistema. Esta compensagao
simultanea acontece mesmo que ambas as partes estejam separadas, porque na
Fisica classica se admite a existéncia de interagoes instantaneas a distancia. A
conservagao do momento se verifica em todos os sistemas inerciais, como pode-
mos comprovar se multiplicarmos o teorema da adigao de velocidades de Galileo
pela massa da particula e somarmos sobre todas as particulas do sistema:

/

u =u-V,mu =mu-mV,p =p-mV, Lp;/ = p;—VEm,; (30)

O dltimo termo da ultima equacgao é a massa total do sistema multiplicada pela
velocidade relativa S’ — S. Na Fisica cldssica, se aceita a conservacao da massa
de um sistema isolado. Assim, a conservacao da massa e do momento em S
conduzem & conservacao do momento em S’.

Serd a lei da conservacao do momento um bom ponto de partida para
se reformular a Dindmica? Em primeiro lugar, a nocdo de simultaneidade de
eventos separados nao é absoluta em Relatividade. Portanto, a compensagao si-
multanea & distancia do Principio da agéo e reacio nao é admissivel. As tnicas
compensagoes admissiveis devem ser locais. Em Relatividade, a interagao ins-
tantanea a distancia é substituida por interagoes mediadas por campos que
transportam energia e momento com velocidade finita. Ent&o, quando se es-
tuda um sistema de particulas em interacao, o momento das particulas nao se
conserva separadamente (como diria a Terceira Lei), mas se conserva localmente
a soma dos momentos das particulas e o campo mediador. No eletromagnetismo
-a interagao paradigmatica da Relatividade Especial- o campo eletromagnético
pode receber localmente energia e momento de uma carga. Como o campo
transporta energia e momento com a velocidade finita ¢, posteriormente ele
poderda transferir energia e momento para outra carga em outro lugar. Mas
nao existe uma transferéncia instantanea entre cargas separadas.

O nosso objetivo é averiguar qual é a grandeza que faz o papel do momento
relativista de uma particula. Para evitarmos considerar campos mediadores,
vamos comecar estudando um sistema de particulas que s6 interagem local-
mente através de choques, de modo que o 1inico momento em jogo é o das
particulas. Se repetimos o esquema da equagao (30), com as transformagoes
relativistas de velocidade (22-23), obtemos:

my(u)us" = (V) [my(u)us — my(u)V] (31)

my(W)uy" = my(u)uy, my(u)u" = my(u)u. (32)



Estas expressoes sugerem que a grandeza que faz o papel do momento de uma
particula, de acordo com as nogoes relativistas de espaco e tempo, deveria ser

p = myuu = ———— (33)
1- %
¢

Naturalmente, o experimento deverd confirmar se esta é a grandeza conservada
ou ndao. Em 1908, Bucherer verificou experimentalmente que a deflexdo de
uma particula carregada movendo-se com alta velocidade num campo elétrico
nao obedecia a lei F = ma; o desvio era convincentemente descrito por F =

dp / dt, onde p é o momento relativista (33).
Como podemos ver nas equagoes (31)-(32), p se transforma da seguinte

forma:

p’ = (V) [pe — my(u)V], Py = py, p:' = p: (34)
Esta transformacéo traz uma surpresa que poderia ser considerada o resultado
mais dramético da Relatividade Especial. Para que X p; se conserve em S e em
S’, nao é mais a massa total do sistema que deve se conservar separadamente
(como acontecia na equagao (30)). Seu lugar foi tomado por X m;vy(u;), de
modo que a conservagao do momento relativista em qualquer sistema inercial,
de acordo com o Principio da relatividade, ja nao exige a conservagao da massa
de um sistema isolado e sim a conservagao de uma grandeza que combina as
massas e as velocidades das particulas individuais. Para entendermos que tipo
de grandeza é essa, vamos desenvolver 7(u):

my(u) = m + (1/2)mu?c? + O(u*/c?) (35)

Naturalmente, o primeiro termo do desenvolvimento é a massa, mas o segundo
termo é a energia cinética classica dividida por ¢2. Definimos a energia relati-
vista de uma particula como

E = myu)c® = —— = mc® + T, (36)

2 é a energia em repouso e T é a energia cinética relativista. A energia

onde mc
relativista total de um sistema isolado deve se conservar; se assim nao fosse, a

conservagao do momento total nao satisfaria o Principio da relatividade. Do



mesmo modo, a conservagao da energia relativista de um sistema isolado veri-
fica o Principio da relatividade gracas & conservacdo do momento. Em um
sistema de particulas livres que sé interagem mediante choques, a energia rela-
tivista total é a soma das energias das particulas: € = X F; . Se as particulas
interagem “a distancia”, a energia relativista total do sistema isolado inclui a
energia dos campos mediadores.

Combinando as definigoes de energia e momento, obtemos

p = c?Fu (37)

Este é um tipico resultado relativista: o momento é um fluxo de energia. Mul-
tiplicando a equacdo (25) por mc? obtemos a transformacao da energia. Com-
binando este resultado com a equagao (34), podemos escrever:

E' =y(V)[E=Vps], pa' =v(V) [pe =V ?E], p,)/ =py, p.' =p. (38)

As transformagdes (38) sdo inteiramente similares as transformagoes de Lorentz
das coordenadas. Isto se explica usando o tempo préprio da particula, que é
o tempo que transcorre no sistema fixo a ela. Segundo a equagao (13) é dr =
y(u)~ldt. Entdo u = dr/dt = y(u)~tdr/dr, p = mdr/dr, E = mc*dt/dr.
Como dr ¢ invariante (dr = ~y(u)~'dt = v(u')~1dt', veja-se tambén (21))*,
entdo (¢! E, p) se transforma como (ct,r). Uma mesma transformagao implica
num mesmo tipo de invariante. O invariante que se forma com as coordenadas
é o intervalo. Analogamente o invariante energia-momento é

E? — p*c? = E? — E*u’c? = E?y(u)"? = m?d (39)

O invariante energia-momento dd a medida da massa da particula. Se diferen-
ciarmos a equagao (39) e substituirmos na equagao (37), teremos
d
0 = 2EdE — 2¢%p - dp = 2E(dE —u-dp) = dE = dr-d—It) (40)
A equagao (40) deve ser vista como a relagdo entre trabalho e variagdo da
energia, e ela indica que a forga é igual a dp/dt:

lgr2 = y(w)72dt? = (1 —c2u?)dt? = c2(c2dt? — d|r|?) = c2ds?, onde ds? é o
intervalo entre eventos vizinhos da linha de universo da particula.



dp

i (41)

(verifica-se que a forga de Lorentz e dp/dt se transformam da mesma maneira).
Fica claro que dp/dt ndo é proporcional & aceleragdo a, pois p néao é propor-
cional a u. Em Relatividade, a forga e a aceleragao nao sao colineares. Como
a energia relativista de uma particula tende a infinita quando sua velocidade
tende a ¢, teria de ser feito um trabalho infinito para que a velocidade de uma,
particula aumentasse até atingir a velocidade da luz. Portanto, a velocidade
da luz é uma velocidade limite para uma particula.

Referencial de centro de momento. Chamamos assim o referencial
onde o momento de um sistema isolado se anula. Se o momento é P/ = 0 num
sistema S’ que se movimenta com velocidade U, em relacao a S, entao o valor
de P em S é (usar as transformacoes (38)):

P = c?e.yU)U. = ¢ %cU, (42)

Comparando a relagao (42) para um sistema de particulas com a expressao (33)
para uma particula concluimos que a energia ¢, do sistema fisico no sistema
centro de momento faz o papel da massa do sistema (multiplicada por c?).
Isto significa que a energia interna de um sistema composto contribui para
sua massa. Por exemplo, a massa de um gas ideal contido num volume em
repouso nao é somente a soma das massas de suas particulas, pois ela recebe
uma contribuicao da energia cinética das particulas.

Equivaléncia massa-energia. A conservacio da energia relativista em
substituigao ao Principio classico de conservagao da massa abre a possibilidade
de converter massa em outros tipos de energia e vice-versa, sendo este o re-
sultado mais dramdtico da Relatividade Especial. Segundo Einstein (1905), “a
massa de um corpo é uma medida do seu contetido de energia”. Esta equiva-
léncia massa-energia pode ser observada em vérios fenémenos fisicos:

e defeito de massa: a massa de um sistema composto nao é a soma das
massas de seus constituintes pois a energia de ligagao contribui para sua massa.
Por exemplo, um ntcleo de *He é formado por dois prétons e dois néutrons, e
sua energia em repouso (massa) é 3727,379 MeV. Podemos pensar no *He como
constituido por dois déuterons (com um préton e um néutron cada um deles).
A energia em repouso (massa) de um déuteron é 1875,612 MeV. Como podemos



ver, a massa de dois déuterons ultrapassa & massa do *He em 23,845MeV. A
massa do *He é menor que a soma das massas de seus constituintes porque
recebe uma contribuigdo negativa da energia interna de ligacdo que mantém
unidos os déuterons.

e fusao e fissao nuclear, desintegracdo espontdnea: sao reacoes nucleares
onde a massa das particulas produzidas é menor que a massa das particulas
que interagem; como a energia relativista se conserva, isto significa que a dife-
renca de massa se converteu em outro tipo de energia. A diminuicdo da massa
que se produz tanto na fusdo —onde nucleos leves se unem para formar um
nicleo maior—, como na fissdo —onde um ntcleo pesado se divide em ntcleos
menores— pode ser vista como conseqiiéncia da energia de ligacdo (negativa)
por nucleon ser crescente para nicleos leves (até uns 60 nucleones por niicleo)
enquanto é decrescente para nucleos pesados.

e limiar de energia: existem reagbes nas quais a massa das particulas
produzidas é maior que a massa das particulas que interagem. Por exemplo, a
criagao de um par néutron-antinéutron na colisdao entre dois prétons:

p+p—p+p+n+n

Esta reagao acontece s6 se os protons que se chocam tém energia cinética
suficiente para darem conta da massa que é criada. No sistema centro de
momento, onde se anula o momento do sistema de particulas, o limiar de energia
da reagao . jymiar € @ energia que permite criar as particulas deixando todos
os produtos em repouso. De acordo com a transformacao da energia, num
referencial qualquer o limiar de energia é €jimiar = V(Ue) €c timiar = €c limiar-

Colisao elastica. No exemplo anterior os produtos da reacao diferem
das particulas que interagem. Por outro lado, se numa colisao as particulas que
se chocam sao iguais as particulas resultantes a colisao é chamada de eldstica.

Fétons. A Teoria Quéntica ensina que o campo eletromagnético troca
sua energia e seu momento com a matéria como o fariam particulas de energia
e momento

E = hv, p = hve'a (43)

onde v é a freqiiéncia e n é a diregao de propagacao das ondas planas que
configuram o campo (h é a constante de Planck). Como p = FEc 'f, essas
particulas tém a velocidade da luz (veja-se a equagao (37)) e massa nula (veja-se
a equagao (39)).



Exercicio: Considere o choque eldstico entre um foton e um elétron inicial-
mente em repouso (efeito Compton). Obtenha que a freqiiéncia do féton muda
de v a V' quando o dngulo de desvio do féton é ¢, sendo

=1 -1 h
cv —cv = mec(l—cosd)) (44)
Exercicio: Um elétron e um positron de baiza energia aniquilam-se para dar
um par de fétons. Qual € a freqiiéncia dos fétons? (Note que a reagao inversa
existe e tem um limiar de energia e limiar = 2MeC?).
Exercicio: Obtenha a equacao (28) usando a transformacao da energia (38)
aplicada a um féton (veja-se (43)).

4 Transformacgoes do campo eletromagnético

As transformagoes de Lorentz das coordenadas sdo uma condi¢do necessaria
para a invaridncia das leis de Maxwell (ou seja, para que satisfagam o Principio
da relatividade). Mas nao s6 as coordenadas, como também os campos de-
vem se transformar adequadamente para esse fim. A linearidade das leis de
Maxwell sugere tentar uma transformacao linear dos campos. Alem disso, a
transformagao devera ser homogénea, pois se o campo eletromagnético é nulo
num referencial, entao ele é igualmente nulo em qualquer outro referencial. Os
coeficientes da transformacao linear s6 podem depender da velocidade V rela-
tiva entre S e S’. Eles nao podem depender das coordenadas do evento onde os
campos sao avaliados porque o espago-tempo é homogéneo. Os vetores E' e B’
serao entao combinagoes de vetores lineares nos campos, construidas com E, B
e V. Nesta construgao devem ser levados em conta os caracteres de vetor polar
do campo elétrico e de pseudovetor ou vetor axial do campo magnético. Sao
vetores polares E, Vx B, V (V-E), V x (V x E), e sdo vetores axiais B, VX E,
V (V-B), V x (V x B). Néo é necessirio considerar mais vetores lineares nos
campos: por exemplo, V x (V x (V x B)) é proporcional a V x B. Por outra
parte V(V-E) = V?Ey, enquanto VX (VXE) = Vx (VxE.) = -V?’E
(chamamos de E| e E, respectivamente, a projecao de E longitudinal e trans-
versal a V). Isto significa que ambas as projecoes dos campos podem entrar
na transformacao com coeficientes diferentes: E’ é entdo alguma combinacio



linear de Ej , E; e VXxB = V x B com coeficientes dependentes no maximo
de V:
E = el(V)E” + QQ(V)EL + 63(V)V><BL (45)

Analogamente:
B' = 01(V)By + b2(V)BL + b3(V)V x EL (46)
Em particular, as projecoes longitudinais destas transformacoes sao
E) = ea(V)E, B’ = b01(V)By (47)

e como as transformacgoes inversas devem se ver iguais as diretas, concluimos
que e; = 1 = by:
!/ _ / _
Ey = Ej, B = By (48)

A projecao transversal da transformacao do campo elétrico é
E/J_:F(EJ_-FK}VXBJ_) (49)

onde redefinimos os coeficientes es € e . E claro que k deve ser igual a ¢!, Com
efeito, uma carga em repouso em S’ estd submetida a uma forga proporcional a
E’, enquanto que em S a forga é proporcional a E + ¢!V x B (pois a carga se
movimenta no sistema S com velocidade V). A anulagao da forga num sistema
deve conduzir & anulagao da forca em qualquer outro sistema; mas isto sé é
possivel se k = ¢~ L.

Para descobrirmos o valor de I" usamos novamente que as transformagoes

inversa e direta devem ter a mesma forma, exceto pela mudanca de V por —V:
E, =T(E,. +c¢c'VxB)), E, =T(E,. -c'VxB) (50

de onde resulta também que
B, =TB, -cV2?1-T?)VxE)) (51)

Para determinarmos o coeficiente I" substituimos nestas transformagcoes os cam-
pos correspondentes a uma onda plana se propagando na direcao de V. Uma
onda plana é plana em qualquer referencial inercial (os campos dependem li-
nearmente das coordenadas, e as transformacgoes de Lorentz das coordenadas
sao lineais). Alem disso, sabemos que se a onda se propaga na diregao de V,



entdo ela néo sofre aberragéo (na equagio (29), # = 0 = 6’ = 0). Como as
leis de Maxwell devem ser véalidas em qualquer referencial inercial, entao tanto
em S como em S’ a onda plana seré caraterizada por

B = nxE, B =0 xE (52)
No nosso caso i = V /V = 1’| e substituindo nas transformagdes resulta
E, =T010-c'V)E_, E, =T+ c'WV)EL  (53)

Multiplicando escalarmente estas duas equagoes obtemos I' = (V). Em suma,
as transformagoes de Lorentz das componentes transversais dos campos sao

E/J_ = ’Y(V)(EJ_+071VXBJ_), B,J_ = ’y(V)(BJ_—071VXEJ_) (54)

Exercicio: Mostre que E> — B% ¢ E - B sdo invariantes.

Transformagoes das densidades de carga e corrente. O método
mais direto para se transformar as fontes de campo consiste em procurarmos por
uma configuragdo simples de fontes e obtermos as transformagoes das fontes a
partir das transformacoes dos campos. Consideremos uma lamina de espessura
d no plano x — y, carregada uniformemente com densidade p e percorrida por
uma corrente uniforme j = j, X + j, ¥. De acordo com as leis de Maxwell, os
campos sao uniformes fora da lamina, e seus valores no semiespago z > 0 sdo:

E = 27pdz, B =2rctj,dx —2nctj,dy (55)

Num sistema S’ que se movimenta ao longo do eixo z em relagdo a S, a
distribuicao de carga e corrente é qualitativamente similar gragas ao tipo de
configuracao de fontes escolhido, e as leis de Maxwell sdo igualmente vélidas,
de modo que:

E = 27npd7, B = 2nctj/d% —2ncty/dy (56)
Alem disso, d = d’, pois os comprimentos transversais & direcdo do movimento

relativo nao mudam. Entao substituindo estes valores dos campos nas trans-
formagoes (48) e (54) obtemos

pr=a9V)p=c?Via), ) = (V)G =Vop) g =4 (57)



Exercicio: Demonstre que a carga elétrica contida num elemento de volume é
invariante. Ajuda: comece por avaliar a carga no sistema onde ela se encontra
em repouso, e logo apds faga a transformacao para um referencial arbitrdrio.
Exercicio: Utilize a transformacdo dos campos para demonstrar que a forca
de Lorentz F = q(E + ¢ 'u x B) sobre uma carga q (invariante) se transforma
de acordo com:

Fj—c?VF.u y(V)TTEy

F,” T 1—¢c2u-V "’ Fy = 1—c2u-V (58)

Exercicio: Comprove que dp/dt se transforma analogamente a (58).
Exercicio: Resolva a questdo sobre os fios paralelos formulada na Secdo 1.
Exercicio: Utilize a transformagao dos campos para demonstrar que os poten-
ciais ¢, A se transformam de acordo com:

o' =v(V)(d—c'VA), A =v(V)A—c'V¢), A=A, (59)

5 Quadri-tensores

Do mesmo modo que a linguagem vetorial é a mais adequada para formular
enunciados que sao invariantes sob rotacgoes espaciais, existe uma linguagem
matematica natural para se enunciar relagoes matematicas que sao invariantes
nao s6 sob rotagoes espaciais, mas sob transformacoes do grupo de Lorentz
em geral. Essa é a linguagem quadri-vetorial desenvolvida por Minkowski.
Chamamos de quadri-vetor contravariante qualquer objeto A’ formado por
uma grandeza A° invariante sob rotagoes e um vetor A = (A4,, Ay, A.),

A= (A% AN A% A% = (A% A) (60)
que sob transformacoes de Lorentz se transforme como o quadri-vetor 27 for-
mado pelas coordenadas de um evento:

L=, =z, P=y, 2=z, (61)

Chamamos de Aj;- aos coeficientes da transformacao de Lorentz que leva de .S
em S’. Por exemplo, se a transformagao é um boost (transformagao de Lorentz



sem rotagao espacial de eixos cartesianos) ao longo do eixo z, entdo a matriz

/

‘]/
Aje

7B —(B)s 0 0
Aj;- _ _Vgﬁ)ﬁ V(Oﬁ) ? 8 (62)
0 0 0 1

onde 8 = V/c. Usando a convengdo de Einstein (soma sobre pares de indices
inferiores e superiores iguais), a transformagdo de um quadri-vetor contrava-
riante é escrita

’

A = N A (63)

Exercicio: Mostre que o quadri-volume d*z € invariante sob transformacées
do grupo de Lorentz (calcule o Jacobiano da transformagao de coordenadas).

Ja conhecemos vérios quadri-vetores contravariantes:

coordenadas de um evento 7 (ct, r)
energia-momento pJ (c1E, p)
quadri-vetor de onda k7 27 (c v, A71n)
densidade de carga-corrente ;7 (cp, )
potencial eletromagnético Al (¢, A)

Podemos gerar outros quadri-vetores multiplicando um quadri-vetor por um
invariante. Por exemplo, sejam 27 = 27 (1) as equagdes paramétricas da linha de
universo de uma particula em fungao do seu tempo préprio (o invariante tempo
préprio ao longo da linha de universo da particula é 7 = [dr = [y(u)"'dt =
Ik ¢~ tds, veja-se nota de pé de pagina na Secdo 3). Entdo definimos uma quadri-
velocidade:

_dai(T) cdt dr
dr

Ui = = (= =) = 64
) = (64)
Podemos ver que
P = mUJ (65)
Usando novamente a relagdo dr = v(u)~'dt construimos a derivada de p’ em
relacdo a 7 (ao longo da linha de universo da particula):

dp? B 1 dE dp)
L (R (66)



e definimos a quadri-forca (vejam-se as equagoes (40) e (41))
Ki = y(u)(c'F-u, F) (67)

Chamamos de quadri-vetor covariante todo objeto de componentes cartesianas
./

C; que se transforma com os coeficientes da matriz inversa de A’ ;- Note-se

que usamos indices superiores para indicarmos o caracter contravariante de

um quadri-vetor, enquanto usamos indices inferiores para indicar seu caracter
7

covariante. A matriz inversa de A’ é aquela matriz que composta com esta
J

tem como resultado a matriz identidade. No caso de uma transformacao de

Lorentz a matriz inversa nada mais é do que a correspondente a transformacgao

que retorna de S’ a S; entao faremos bem em chama4-la de A I
Y ioAd _ si
AN = b, Ay Ny =6 (68)
A transformacao que define um quadri-vetor covariante é entao
Cy = Cj A]j, (69)

Este comportamento garante que uma combinagdo (contragdo) do tipo C; AJ
é invariante (independente do referencial):

Cp Al = Cyp N, A = Cj A (70)

As derivadas parciais cartesianas compoem um quadri-vetor covariante que
chamamos de gradiente 9; = 9/ 9dz?. Com efeito

_ 0 0 0z’
029 Q2 02’
A quadri-divergéncia de A7, ;A7 = ¢719A°/0t + V- A, é entdo um invariante.

A titulo de exemplo, note-se que a equagao de continuidade dp+V-j =0

Oy =0; N, (71)

-que expressa a conservacao local da carga elétrica- se escreve 9; j° = 0. Como
0; 7 é invariante sob transformacoes do grupo de Lorentz, entdo fica garantido
que a equagao de continuidade seja satisfeita em qualquer referencial. Este
é um primeiro exemplo para mostrarmos que a linguagem quadri-vetorial é a
linguagem natural para se escrever leis fisicas que mantenham sua forma quando
se passa de um referencial inercial a outro mediante transformagoes do grupo
de Lorentz (boosts e rotagdes espaciais). Isto quer dizer que a formulagao cova-
riante das leis fisicas automaticamente manifesta o cumprimento do Principio

da relatividade sob transformacoes de Lorentz.



Em geral chamamos de quadri-tensor todo objeto cujas componentes car-
tesianas sao identificadas por r indices contravariantes e s indices covariantes,
e que sob transformagoes do grupo de Lorentz mudam de acordo com

T e = NN T AR AL AT (72)
m’... 11t g klm... k l m
A multiplicagao de quadri-tensores resulta em quadri-tensores com maior quan-
tidade de indices (produto tensorial):

T ., = OB Cy, D" ' (73)
(O é um invariante). Em particular, d,,D% é um quadri-tensor. A con-

np
tragdo de indices (70) é generalizada para qualquer par de indices covariante-

contravariante de um quadri-tensor, e tem como resultado outro tensor com
menor quantidade de indices:

ikl il
T” knp = M” np (74)

Exercicio: Demonstre que as quantidades definidas nas equagéoes (73) e (74)
se transformam como componentes de um quadri-tensor.

Toda lei fisica que se escreva como um quadri-tensor igualado a zero (ou, o
que é igual, um quadri-tensor igualado a outro quadri-tensor) automaticamente
satisfaz o Principio da relatividade sob transformacoes de Lorentz porque, como
mostra a transformacao (72), se um quadri-tensor é zero num referencial, ele é
zero em qualquer outro referencial.

Produto escalar de quadri-vetores. Tensor métrico. Como sabe-
mos, as componentes de um quadri-vetor contravariante A* permitem construir

o invariante

2 2 2

A-A= A0 - AY% 427 o437 = 407 AP (75)

Exemplos deste invariante sao o intervalo e o invariante energia-momento. Ou-
tros invariantes deste tipo sdo k- k = 0 (para um raio de luz) e U - U = ¢?
(para qualquer particula). Os quadri-vetores sdo classificados em temporais
(A-A > 0), espaciais (A- A < 0) e nulos (A-A =0). O invariante (75) pode
ser escrito



com ajuda do quadri-tensor simétrico

1 0 0 0
0 -1 0 0

9= 10 0 -1 0 (77)
0 0 0 -1

Nao hé duvida de que g;; deve ter um comportamento quadri-tensorial, pois se
assim nao fosse, entdo a combinagao (76) ndo seria invariante. Por outro lado,
as componentes g;; tém a forma (77) em qualquer referencial cartesiano pois
o invariante A - A tem a estrutura (75) em qualquer referencial cartesiano. O
invariante A - A pode se ver como um caso particular de produto escalar entre
dois vetores contravariantes:

A-B=g;AB (78)

motivo pelo qual o quadri-tensor g;; recebe o nome de tensor métrico. Nao
obstante, devemos mencionar que o produto escalar (78) néo é positivo definido:
a geometria do espago-tempo de Minkowski é pseudo-euclidiana. Um exemplo
de produto escalar é a fase de uma onda plana, wt — k - r, que é o invariante
k-x.

Exercicio: Define-se a quadri-aceleragio como A’ = dU7/dr . Demons-
tre que a quadri-aceleracio ¢ espacial, e que U - A = 0 (use U -U = c?).

Indicamos com g% as componentes do inverso do tensor métrico:
ij _ i
9" gjr = 0 (79)

E claro que as componentes ¢* coincidem com as ¢g;; (isto é préprio das geo-
J

metrias euclidianas e pseudo-euclidianas). Com o tensor métrico e seu inverso

podemos estabelecer uma correspondéncia biunivoca entre vetores covariantes

e contravariantes:
A = gi; A = Al = gt Ay (80)

quer dizer A9 = A%, A, = —A% (o = 1,2,3), o que permite escrever o produto

escalar em forma indistinta com vetores covariantes ou contravariantes:

A-B=g;A'B = A;BY = ¢ A; B, = A" By (81)



Podemos “subir”’e “descer”indices de tensores de qualquer tipo. Por exemplo:
Tt = 9 T s Ty = 9" T (82)

Em particular, a equacao (79) diz que g§ = 5;
Formulagao covariante do eletromagnetismo. Com as derivadas do
quadri-potencial A* = (¢, A) construimos o quadri-tensor anti-simétrico

Ej = 87,143 - ({)]Az (83)

que chamamos de tensor de campo. Lembrando que E = —V¢ — ¢ 10A /ot,
B =V x A, resulta

o E E, E.
| B, o -B. B,
Fy =1 _E, B. 0 -B, (84)

-E. -B, B, 0

As leis do eletromagnetismo podem ser escritas em forma manifestamente co-
variante a partir do tensor de campo. As equagoes sem fontes, V - B = 0,
¢V x E 4+ 0B/0t = 0 estao contidas em

87;ij + 8j Fr + 8kF‘ij =0 (85)

Estas equagoes se reduzem a meras identidades se substituirmos os campos em
fungao dos potenciais. As quatro equagdes com fontes, V- E = 4mp, ¢V x B —
OE /0t = 47j, se expressam

—cO; F' = 4mj’ (86)

A equagdo de continuidade se deduz da equagao anterior notando que 9; 9; F'™/
0 (pois se trata da contracao de um operador tensorial simétrico com um tensor
anti-simétrico). A quadri-forga (67) devida a for¢a de Lorentz sobre uma carga
¢, F = q(E4+c 1 uxB), e a for¢a por unidade de volume sobre uma distribuigao
de carga e corrente, f = pE + ¢! j x B estdo associadas ao quadri-vetores

K= qc_lFij Ul =y(u)(c lqE-u, F), fi=c'F,j*=(c'E-j f) (87)
Usando as equagoes de Maxwell demonstra-se que

fi+ 9,79 =0 (88)



onde T% é o tensor de energia-momento do campo eletromagnético,

T = ﬁ (—Fij Fki 4 igik Fil Fjl> (89)
A equagao (88) expressa a conservacao da energia e do momento de um sistema
isolado de cargas e campo. Ela diz que ¢ T (o = 1,2,3) é a densidade de
momento do campo, 7% e ¢ T sdo a densidade de energia e o fluxo de energia
(vetor de Poynting) do campo, e T%? sio fluxos de momento do campo. A
equacao (89) mostra que T% é um tensor simétrico.

Exercicio: Mostre que o tensor de campo € invariante sob uma transformacdo
de calibre A; — A; + 0; x(t,r).

Exercicio: A invarianca de calibre pode ser aproveitada para escolhermos
x(t,r) de maneira que a quadri-divergéncia de A; seja nula (0;A7 = 0, calibre
de Lorentz). Mostre que nesse caso o quadri-potencial satisfaz a equagao

g70;0; AF = 4rctjk, (90)

onde g' 9; 0; = 8%/0t* — V? € o operador d’Alembertiano.
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