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RESUMO

Neste curso, apos introduzirmos algumas das nogoes e resultados bésicos de
probabilidade, vamos abordar a relagao entre o modelo conhecido como gas de
Lorentz (em sua versdo discreta) e teoria de percolagdo. Mesmo se tratando
de uma simplificacdo do modelo proposto hé aproximadamente cem anos, os
resultados rigorosos sdo extremamente escassos. A relagdo com percolagao nos
permite introduzir e discutir vérias questoes interessantes. Neste contexto, e
utilizando fatos de percolagao, vamos provar um teorema devido a Harris.

1 Introducao

A Teoria da Probabilidade constitui uma importante area da Matematica, do-
tada de sélida base axiomdtica e que experimentou um vertiginoso crescimento

desde a segunda metade do século 20. Oferece uma modelagem para uma



classe de fendmenos sujeitos a incerteza, nos quais a idéia de regularidade
estatistica aparece como ponto importante. Para sermos mais corretos, de-
veriamos de fato falar em “teorias”de probabilidade, uma vez que ao longo de
seu desenvolvimento vérias formulagoes foram propostas, diferindo por vezes
em aspectos-chave tais como a prépria conceituagao de “aleatério”, axioma-
tizagao, formulacao de resultados, etc. Ficamos entretanto no contexto da
axiomatizagao proposta por Kolmogorov, cujo sucesso manifesta-se no poten-
cial desta area, bem como na enorme aplicabilidade a problemas oriundos das
mais variadas ciéncias, tais como fisica estatistica, biologia, economia, ciéncias
sociais, a conexao com outras areas da matematica como combinatéria e teoria
de ntimeros, além de fornecer um excelente arcabouco tedrico para a estatistica.
O conceito fundamental nesta construgao matemaética é o de espago de
probabilidade. Pressupoe trés ingredientes na modelizagao de um “experi-
mento” (ideal) sujeito a incerteza:
e Um conjunto 2 nao-vazio, denominado espaco amostral, cujos elementos
representam os possiveis resultados do experimento.
e Uma classe A de subconjuntos do espago amostral. Os conjuntos em A,
sao chamados de eventos aleatérios, e a eles sera atribuida uma probabilidade.
Sobre a classe A colocam-se as seguintes condigoes:
(A1) Qe A
(A2) Se A € A entdo seu complementar A° = {w € Q: w ¢ A} também
pertence a Aj;
(A3) Se A1, Aq,--- € A, entdo Ay UAU--- € A
Uma classe satisfazendo (A1), (A2) e (A3) é chamada de o-dlgebra de
subconjuntos de Q.
Observagao: Uma o-algebra é sempre fechada para aplicagoes das operagoes
de conjuntos U, N, \, etc... aplicadas uma quantidade enumerével de vezes.
Por tras desta definicdo fica o seguinte: um subconjunto A de £ pode
ser naturalmente identificado com a afirmagao “o resultado do experimento
corresponde a um elemento de A”, a qual podemos dizer ser verdadeira (caso
em que dizemos que “A ocorre”) ou falsa (i.e. “A ndo ocorre”) apenas apos
a realizagdo do experimento. A isto damos o nome de “evento”’e uma classe
especial de eventos fica identificada em A.
e Uma fungdo P: A — R verificando as seguintes propriedades
(P1) P(Q)) =1



(P2) P(A) €]0,1]
(P3) Se A1, As,... sdo elementos de A dois a dois disjuntos, i.e., A;NA; =0
sei#j, entdo P(Ay UAU...) =2 P(4;).

O estudante tem desde ja toda razao para se questionar sobre a justi-
ficativa de tais axiomas. Uma primeira reflexdo nos leva a verificar que um
ponto delicado, que escapa a uma justificativa heuristica reside na proprie-
dade (P3). Baseados na idéia de frequéncia assintética seria bem mais facil
justificar uma versdo mais fraca: (P3)’ Se A,B € A e AN B = () entdo
P(AUB)=P(A)+ P(B).

A passagem de (P3)’ (aditividade finita) para a condigao mais forte (P3)
(o-aditividade) justifica-se puramente com base na conveniéncia matemética.
Como veremos em aula, o que ela acrescenta é de fato uma certa propriedade
de continuidade.

A partir de outras experiéncias, podemos ja imaginar como isso é impor-
tante na andlise matematica. Com relagao as propriedades exigidas em A pre-
cisamos que seja uma classe flexivel, e com boas propriedades de “fechamento”.
Se, por um lado a prépria natureza do problema pode impor restrigoes naturais
a classe de eventos nos quais estamos interessados, a condigdo (P3) nos levaria
ademais a dificuldades de consisténcia se quiséssemos definir P para todos os
subconjuntos de 2, de modo geral. (Trata-se de questao delicada ligada aos
fundamentos da matemética. Breve discussao em aula.)

Para evitar que nos ocupemos desde ja dessas questoes vamos comecar
explorando exemplos onde tais dificuldades nao aparecem: se o espago amostral
Q) for finito ou infinito enumeravel. Neste caso, se tivermos associado a cada
w € Q um nimero p(w) € [0,1] de modo que ) ., p(w) = 1, podemos tomar
A como a classe de todos os subconjuntos de €2 e para cada A C Q definimos
P(A) como a soma dos p(w) com w variando em A. Facilmente verificam-se as
propriedades (P1), (P2) e (P3).

Exemplos.

1. n lancamentos independentes de uma moeda honesta. Por conforto no-
tacional escrevemos 1 para a face cara e 0 para a face coroa. Estamos com
um experimento idealizado, onde apenas as duas possibilidades cara/coroa séo
permitidas. Neste caso temos

Q= {(Wi,. . wn): w; € 0,1 ,i=1,...,n} = {0,1}", (1)

ou seja um resultado possivel é uma sequéncia ordenada, representando a face



superior nos sucessivos lancamentos. A idéia de lancamentos independentes
com uma moeda honesta manifesta-se pela atribuicdo de exatamente a mesma
probabilidade 27" para cada sequéncia. Neste caso temos entao uma proba-
bilidade P(™ tal que P(™(A) = §A/2" para todo subconjunto A, onde A é
numero de elementos no conjunto A. Vemos que neste caso o cédlculo das pro-
babilidades se reduz a uma questao de contagem. Por exemplo, a probabilidade
de observarmos exatamente k caras é dada por (2)2_”, para k=0,1,...,n.

2. n extragoes (com reposicdo) de urna com M bolas numeradas de 1 a M.
Se estivermos interessados no resultado de forma ordenada, vemos que se
trata de uma situagdo andloga & anterior, com uma ”"moeda”com M faces:

Qup ={1,...,M}" p(w)=M~" paracada w

Se a ordem das extragoes for irrelevante fica natural pensarmos nos resul-
tados possiveis dando o nimero de vezes que cada bola é extraida, ou seja,

M
Qi ={(m1,...,n): ni €{0,1,... 3, ny =n}.
i=1

M+n71)_1

Neste caso vemos que ﬁQMm = (Mt:’*l) eplw) = ( N

3. n extragdes (sem reposi¢do) de urna com M bolas numeradas de 1 a M.
Neste caso, obviamente n < M. Se olharmos o resultado de forma ordenada
entao teremos

Qo = {(w1,. ., wn): wi #Fwjy, ifi# 5}

de modo que #Qas, = M(M—1)...(M —n+1). Se nao estivermos interessados
na ordem, podemos substituir o espaco amostral por Q M,n © conjunto de todos
os subconjuntos de {1,..., M}, com n elementos, de modo que ﬁQMm = (AZ)

Na descri¢ao acima utilizamos a linguagem de extragoes de urnas. Outra
forma sugestiva especialmente para fisica estatistica seria a seguinte: temos
compartimentos numerados de 1 a M e dispusemos n objetos nesses compar-
timentos. O caso de objetos distinguiveis (indistinguiveis) corresponde a olhar
as extragoes de forma ordenada (ndo-ordenada). Por outro lado, a possibili-

dade (ou impossibilidade) de cada compartimento receber mais de um objeto



corresponde a extragoes com (ou sem) reposicdo. Em fisica estatistica, a cor-
respondéncia seria:

a) Particulas indistinguiveis, sujeitas ao principio de exclusdo de Pauli,
correspondem & estatistica de Fermi-Dirac (extragdes sem reposi¢ao, nao or-
denadas); b) Particulas indistinguiveis, néo sujeitas ao principio de excluséo
correspondem & estatistica de Bose-Einstein (extragdes com reposi¢do, nao or-
denadas); c¢) Particulas distinguiveis, sem exclusao correspondem & estatistica
de Maxwell-Boltzman (extragbes com reposicao, ordenadas), restando o caso
de extragoes sem reposicao e ordenadas sem uma interpretagao em termos de
particulas.

Exemplos importantes de espacgos de probabilidade em que ) nao seja

enumeravel aparecerao mais tarde.

2 Probabilidade condicional. Independéncia estocastica.

Seja (92, A,P) um espago de probabilidade e B € A com P(B) > 0. Inde-

pendentemente de como chegamos ao espago inicial, se acrescentamos aquela

situagao a informacao extra dando conta que “B ocorre”, como deveriamos

atualizar nosso modelo? Uma breve reflexao nos leva a definir

P(ANB) @)
P(B)

que chamamos de probabilidade condicional de A dado B. Se P(B) = 0 defi-
nimimos P(A | B) de modo arbitrario.

P(A|B) =

Observagoes:
(a) Segue-se da defini¢ao acima que

P(ANB)=P(A)P(B|A)=P(B)P(A|B) paraquaisquer A,B € A.
(b) Se Ay,..., A, € A, entédo
PAiNnAyNn---NA,) =P(A1)P(As | A1) ---P(A, | AiN---NA,_q).

(c) Sejam A,,..., A, € A, disjuntos dois a dois e tais que Q = Ul | 4;, i.e.
uma partigao finita de 2. Usando a propriedade de aditividade temos P(B) =
S P(BN4;), e entdo por (a) temos a férmula da probabilidade total:

P(B) =} P(B | A)P(4;).



(d) Nas condigoes do {tem anterior e se P(B) > 0 usando (a) novamente obte-
mos a férmula de Bayes:
P(Ai)P(B | Ai)

P B) = s PB4 ®)

A expressao acima tem interpretagao de interesse para a estatistica Baye-
siana: os A; representam hipdteses e P(A;), suas probabilidades a priori. O
lado esquerdo de (3) fornece a probabilidade a posteriori, dada a ocorréncia
de B. Exemplos de aplicagoes desta idéia e féormula serao vistos em aula. O
leitor pode verificar que a férmula se estende sem problemas se a particao de
Q for infinita enumerdvel, i.e. @ = Ay UAyU..., com A; € A para todoi > 1,
disjuntos dois a dois.

Exercicio. Consideremos um experimento em duas etapas: inicialmente es-
colhemos uma moeda em uma urna e depois langamos a moeda escolhida.
Suponhamos que a urna possua trés moedas, m;,i = 1, 2,3, onde ms é honesta
e my, mg sdo desiquilibradas dando cara com probabilidade 1/3 e 2/3, respec-
tivamente. Calcule: (i) a probabilidade de escolher ms a priori; (ii) sabendo
que a face superior da moeda langada foi cara.

Definigao. Se A,B € Ae P(AN B) = P(A)P(B) dizemos que os eventos A
e B sdo (estocasticamente) independentes. Mais geralmente, A;,..., A, € A
s@o ditos (estocasticamente) independentes se e s6 se

P(NicsAi) = [[ P(Ai) paratodo 0+#.JC{1,...,n} (4)
i€
Observagoes. (a) Vemos facilmente que se Ai,..., A, sdo independentes

entdo também By,..., B, onde B; = A; ou B; = Af.
(b) A condicao (4) representa uma independéncia total, sendo mais forte do que,
por exemplo, exigir que cada par de eventos A;, A; com ¢ # j sejam indepen-
dentes (quando dizemos que os A; sdo independentes aos pares). Sob (4) vale
em particular o seguinte: se formarmos novos eventos B, ..., By sendo cada
um dos B; obtido a partir de A;, j € J;, por operacoes de unides, intersegoes, di-
ferengas, complementares, e os conjuntos de indices J1, ..., Ji forem disjuntos,
entao Bi,..., By também sao independentes.
Exemplos.

Nos exemplos 1 e 2 da secao 1, se A; é um evento que depende apenas
do i-ésimo langamento (i-ésima extracao) entao os eventos Ay, ..., A, sdo inde-



pendentes. Claramente, a independéncia deixa de valer se tivermos extragoes
sem reposicao, como no exemplo 3 da segao 1.

Entretanto, se n for muito pequeno em relagao a M, a dependéncia
apresenta-se de forma fraca, algo que pode ser quantificado.

3 Variaveis Aleatérias. Esperanca matematica.

Dentro da modelagem que estamos estudando, uma variavel aleatéria X repre-
senta um caracteristico numérico do experimento. Por exemplo, no contexto do
exemplo 2 da Segao 1, podemos estar interessados na frequéncia, ou no nimero
total de observagoes da bola de um dado nimero, etc.

Como estaremos interessados em determinar probabilidades de eventos
que dizem respeito a variaveis aleatdrias, fica natural colocarmos a seguinte:
Definigao. Uma varidvel aleatéria (v.a.) é uma fungdo X: Q — R tal que
{w: X(w) <z} € A, para todo z € R.

A cada varidvel aleatéria podemos associar uma funcao chamada funcao
de distribuicdo de X, definida através da equacao:

F(z) = P(X <z) paratodo z€R, (5)

onde adotamos a notacio {X < z} = {w: X(w) < z} e, ao escrevermos
P({X < z}), eliminamos os colchetes. Analogamente, {a < X < b}, etc.
Claramente, no caso de € finito (ou infinito enumerdvel) em que tipica-
mente teremos A = P(Q), a classe de todos os subconjuntos de Q, qualquer
fungao a valores reais definida em €2 constitui uma variavel aleatéria. Em con-
sequéncia das propriedades (P1), (P2) e (P3) vemos que toda fungao de dis-
tribuigdo goza das seguintes trés propriedades: (F1) F(z) — 0 se z — —o0, e
F(z) — 1sex — +oo; (F2) se x < yentao F(z) < F(y); (F3) F é continua a di-
reita. Escrevendo F'(z™) = limy 1, F'(y) vemos que F'(z) — F(z~) = P(X = x),
para todo x.
Exemplos. Consideremos n langamentos independentes de uma moeda tal
que p seja a probabilidade de obter cara, com 0 < p < 1 (também chamados de
ensaios de Bernoulli). Seja S, o nimero de caras observadas. Podemos tomar
Q2 =, como no ex.1 da se¢do 1 e neste caso S, = Y., w;. Temos

P(S, = k) = <Z>P’“(1 S k=01, ©)



conhecida pelo nome de distribuigao Binomial com parametros n e p. Em
termos das probabilidades acima escreva a funcao de distribuicao desta v.a.

Seja A > 0. Podemos tomar 2 = Z,, o conjunto dos niimeros inteiros
nao-negativos, e ai considerarmos uma probabilidade dada por

plk)=e"— k=0,1,..., (7)

conhecida como distribuigao de Poisson com parametro \.

Exercicio: Considere S,, com distribuicao Binomial com parametros n e
pn, de modo que lim, 4o npp, = A, com 0 < A < +00. Mostre que para cada
k=0,1,..., lim, oo P(Sp = k) = e 220

Por enquanto s6 vimos exemplos de espagos de probabilidade finitos ou
enumeraveis, que claramente s6 podem suportar varidveis aleatérias que to-
mam valores em um conjunto também finito ou enumerdvel. Essas v.a. (e suas
correspondentes funges de distribuigdo) sdo chamadas discretas. Langando-
se mao de espagos maiores como por exemplo = [0,1], o intervalo unitério
na reta real R, pode-se verificar que toda fungao satisfazendo as propriedades
(F1),(F2) e (F3) acima é uma funcao de distribuicao (f.d.). Exemplos impor-
tantes nas aplicagoes sdo as chamadas fungoes de distribuicao absolutamente
continuas: sdo aquelas da forma

Fw = [ " fw)dy ®)

onde f(-) > 0 and fjoos f(y)dy = 1. Neste caso f é chamada de fungéo den-
sidade (da distribui¢do F, ou da v.a. X). N&o nos preocupamos aqui com o
sentido exato da integral, e para facilitar seria bom concentrar no caso em que
f seja continua por partes e temos uma integral (imprépria) de Riemmann.
Exemplos: 1. Tomemos f(x) = \/%exp{—””;}, para todo x € R. Trata-se
de uma funcao densidade e a distribuicao associada é chamada de distribuig¢ao
Normal, ou Gaussiana, padrao. A partir de uma v.a. X Gaussiana padrao
constréi-se a familia Gaussiana com parametros p € R e ¢ > 0 fazendo-se a
transformacdo afim Y = 0 X + pu. A interpretacdo estatistica de e o2 vemos
a seguir.

2. Seja A > 0 e considere f(x) = Ae™® para x > 0 com f(z) = 0 se z < 0.
Temos uma fungao densidade, e a distribuigao correspondente é conhecida como

distribui¢ao exponencial. Compare essa distribuicao com a de uma v.a. T



que representa, o nimero de tentativas necessarias até obter a primeira cara
em sucessivos langamentos de uma moeda, com probabilidade p de dar cara.
(Proponha um espago de probabilidade para esse “experimento”.)

. 1
tribuicao associada é conhecida como distribuigao de Cauchy. Note que essa

Entao temos aqui também um densidade. A dis-

distribuicao apresenta caudas P(|X| > x), que decaem muito mais lentamente
do que no caso Gaussiano ou exponencial.

Observagoes. Quando tivermos varidveis aleatdrias (possivelmente definidas
em espagos diferentes) que tém a mesma distribuigdo dizemos que sdo identi-
camente distribuidas (i.d.). E facil ver que uma combinagio convexa de f.d. é
ainda uma f.d. (qual a interpretacdo probabilistica). Sendo assim, cabe a per-
gunta: é toda f.d. uma mistura de uma f.d. discreta e uma f.d. absolutamente
continua. A resposta é negativa, uma vez que existem ainda as f.d. que sdo
continuas mas nao sao absolutamente continuas. Conjuntos fractais tem aqui
um papel importante. A distribuigdo de Cantor é um exempl ilustrativo. (Serd
visto em aula.)

Definigao. Se X for uma v.a. que toma um ntmero finito de valores, digamos

x1,...,Tk, entao definimos sua esperancga, ou valor esperado, como
k
EX =) x;P(X = ;). (9)
i=1

Se o experimento puder ser repetido muitas vezes de modo independente
(sob mesmas condigdes) e observarmos os valores sucessivos das observagoes da
X, (correspondente a v.a. X na i-ésima repeticdo) verificaremos que a média
empirica observada em nossa amostra % Z?:l X, tipicamente nao difere muito
de EX, para n grande. Tal resultado cldssico (lei dos grandes niimeros) de
certa forma explica o nome dado acima. (Isso vale em condi¢oes mais gerais,
sempre que X for integravel, cf. definido a seguir.)

Para estender a definicao acima para qualquer v.a. procede-se por um
conveniente método de aproximacao, chamada “aproximacao horizontal”. Re-
side ai a diferenca fundamental entre o modo como se define a integral de
Riemann e essa integral chamada integral abstrata (sempre que temos um E.P.
(Q, A, P)). Tal construcio abstrata é importante para garantir que o objeto
assim definido, chamado ainda EX, ou integral abstrata fQ XdP, possua boas
propriedades de convergéncia. Entretanto, para o célculo efetivo de exemplos



usa-se sempre uma transformacao que faz recair no calculo de uma integral
de Riemann (ou de Riemann-Stieltjes). Evitaremos entrar nos detalhes, mas
em aula esbogaremos a construgao. O calculo de EX pode ser feito assim, em
termos da f.d. de X:
(a) Se X > 0 temos EX = f0+oo P(X > z)dz;
(b) Se X <0 colocamos EX = — ffoo P(X < 2)dx

Se a f.d. de X for absolutamente continua com densidade f vemos que isso
se escreve como: EX = f0+oo zf(z)dz, quando X > 0; EX = f_ooo zf(x)dx, se
X <.

No caso geral, fazemos a decomposicio X = XT — X~ onde Xt =
max{X,0}, X~ = —min{X,0} = (—X)* e definimos EX = EXt — EX~
sempre que nao ocorrer +00 — +0o0. Em particular, se X tiver densidade f

+oo
EX = [ xf(z)dx (10)

se a integral for absolutamente convergente. No caso de uma das integrais fOJrOO
ou de fi)oo ser convergente, e a outra nao, a esperanca serd infinita com o sinal
correspondente. No caso de ambas as integrais serem divergentes nao se define
EX. Dizemos que X ¢ integravel se EX € R.

Como antes nao fomos aqui muito precisos em relagao ao tipo de integral
que temos, em f0+oo ou fi)oo. Se f for continua por partes como antes tratam-se
de integrais (impréprias) de Riemann.

Exercicio: calcular EX para X como nos exemplos anteriores.
Definigao. Se X for uma v.a. integrével definimos a sua variancia como
VarX = E(X —EX)2. O k-ésimo momento absoluto de X ¢ dado por E(|X|¥).
Definigao. Dizemos que as v.a. Xi,..., X, sao independentes se para todo
T1,...,Tn, 08 eventos {X < x1},...,{X <z,} forem independentes.
Propriedades. (a)Se P(X =c¢) =1 entdo EX = c.
(b) Se X <Y entao EX < EY
(b) E(aX +bY) =aEX +bEY, se X e Y sao v.a. integrdveis, a,b € R.
(¢c) E(XY)=EXEY se X eY sio v.a. independentes e integraveis.
(d) Se a > 0 entdo P(|X| > a) < a *E(|X|*), para qualquer k¥ > 1. Em
particular

P(|X —EX|>a) <a *Var(X) (11)
(e) Se X1,...,X, forem independentes e integréveis, entdo Var(X; + -+ +
Xpn) =Var(Xy)+ -+ Var(X,).



(f) Se X for absolutamente continua com densidade f e se g for uma funcio ra-
zoavelmente regular entdo g(X) também é uma v.a. e Eg(X) = fjoo; g(x) f(x)dx.
Como exercicio obtenha a férmula andloga para X v.a. discreta.

Exercicio. Se S, for uma v.a. com distribuicao Binomial com parametros n
opl e < H

e p, aplique (d) e (e) acima para concluir que P(
4 Lei dos Grandes Numeros. Teorema do Limite Central

Do exercicio acima temos: a probabilidade que a proporgao de caras em n
langamentos independentes difira de p (o valor esperado) por mais de ¢ > 0
tende a zero quando n — +oo, para cada € > 0. Isto pode ser visto como uma,
manifestacao de “regularidade estatistica”e constitui um exemplo da chamada
lei (fraca) dos grandes niimeros.

Note que nessa argumentacao o espago de probabilidade pode depender
de n, e de fato depende na construgao feita até aqui (2, do Ex.1 da Sec.1).
Uma pergunta natural seria: podemos colocar todos esses experimentos dentro
de um s6 espago de probabilidade? Isto nos permitiria, talvez, verificar se

P{w: lim S,(w)/n—p}=1. (12)

n—-—+00

Vamos esbocar a construcao do espago de probabilidade em 24, 0 con-
junto das sequéncias infinitas w = (w1,wa,...) com w; € {0,1} para todo
i, e obter (12). Para isso comegamos por identificar cada resultado de n
langamentos (&1, ...,0,) com o conjunto das sequéncias infinitas w € Qo
tais que w; = @; se ¢ < n e nenhuma restricdo é feita nos w; com j > n.
Consequentemente, se A, C Q, e Ca, = {(wi,w2,...): (w1,...,wp) € An},
definimos P(C4,) = P™(A,). Trata-se de uma boa defini¢aio de P, porém
restrita a uma classe bem pobre: dos eventos que dependem de um niimero
finito de lancamentos. De fato, sao estes os eventos que podemos observar, sé
que (11) nao pode ser verificada neste contexto. Prova-se que tal P pode ser
estendida (de modo dnico) & menor o-algebra que contém os eventos do tipo
acima (prova omitida). Neste espaco (Qoo, Ao, P) verificamos (11) a seguir.

Das defini¢oes vemos que

Sm 1
(o Sule)/n 7} = Ui Ozt U || 2 =9 2| 09

Observagao. Sob (P1), (P2) e (P3) valem as seguintes propriedades:



(i) Se Ay, Az, --- € Atem-se P(Up>14,) <>~ P(An)

(ii) Se A1 D A2 D ... e A=Np>14, entdo P(A_n) | P(A), quando n — +oo0.

(ili) Se A1 C Ay C ... e A=Up>14, entdo P(4,) 1 P(A4), quando n — +oo.
De fato, prova-se que sob (P1), (P2) e(P3)’, a condigao (ii) para A = 0

equivale a (P3). 6)

Dessas propriedades fundamentais vemos que se

Sm 1
Pl|l— —p|> = 14
|z g < (14)

Sv;; _pl > %]) SZmZnPO%_pl

entao P (UmZ" [|

Y

%) tende a zero quando

n — +oo. E aplicando (ii) acima aos conjuntos A, = Upsn [|22 —p| > 1],
obtemos que para cada k > 1, P(Np>1 Um>n [ S;R" —p| > ﬂ) = 0. Aplicando

(i) a esses 1ltimos eventos obtemos (11).

Ao olharmos a estimativa dada no exercicio vemos que ela nao garante
(14). Existe um pequeno truque que pode ser feito aqui: olhar a subsequéncia
n?, mostrar a convergéncia ao longo dela, e depois mostrar que as coisas nao
ficam estragadas entre os termos sucessivos. Uma alternativa, com interesse
per se, é verificar que de fato temos uma estimativa muito melhor do que no
exercicio. Fazemos isso agora.

Para facilitar a escrita tomamos p = 1/2, e deixaremos como exercicio a
extensao para 0 < p < 1. Se considerarmos 0 < a < b < 1 quaisquer (porém
fixos no argumento abaixo) entdo vemos que

Sh _ n
< —< =27
PlezS ) 3 (1) »
k: k/n€la,b]

Em particular

n n
2" < Pla < <) < n2—"
ke kr?naex[a,b] (k) < Pla<Sp/n<b)<(n+1) ke kr?naex[a,b] <k:>

Vamos aqui usar a férmula de Stirling 3)

/_27Tnn+%e—nel/(12n+l) <nl< /_27Tnn+%e—nel/(12n)

que implica em particular que n! ~ 2rnntien quando n — +oo (onde
ap, ~ by, significa que a, /b, — 1 quando n — +oc0. Usando isso e (15) obtemos



(detalhes em aula)

lim 1 log P(a < Sp/n<b)=— inf I(z) (16)

n—-+oo N z€[a,b]

onde para cada z € (0,1) temos I(z) = log2 + zlogz + (1 — z)log(l — z).
Como a funcdo I é ndo-negativa, continua no intervalo (0, 1) e se anula apenas
em x = 1/2 podemos concluir que para p = 1/2 a probabilidade em (14) decai
exponencialmente em n, para cada k fixado. Pode-se fazer argumento anédlogo
paracada0 < p < 1, com I, (z) = xlog(%)—i—(l—x) log(%), que é estritamente
positiva se z # p. (16) também vale se a =0 ou b = 0, com 0log0 = 0.)

O resultado contido em (11) é um caso particular da chamada lei forte
dos grandes numeros: se X1, X5,...s80 v.a. i.i.d, £X; finita e S, = Z?zl X;
entdo Sy (w)/n — EX; quando n — +o0o para todo w em certo conjunto €
com P(Q) =1 . (Diz-se que S,/n — EX; q.c.) Este resultado, que também
é um caso particular do teorema ergddico de Birkhoff, tem muitas extensoes:

pode-se relaxar a independéncia para independéncia aos pares 2)

9)

, ou entao para
varidveis que nao sejam identicamente distribuidas.
Exemplo. A distribuicao uniforme. Considere o “experimento”: escolher
um ponto ao acaso no intervalo [0,1]. Isto nos leva a atribuir probabilidade
dada pela soma dos comprimentos das componentes para eventos que sejam
unioes finitas de intervalos. Essa classe é o andlogo dos eventos que dependem
de finitos lancamentos no exemplo anterior. O andlogo de A, constitui a
chamada o-algebra de Borel. Para completar essa relagao é conveniente pensar
na expansao bindria de w € [0, 1]. A distribuigao uniforme corresponde ao caso
de moeda honeta. Explorar essa conexao, inclusive pensando em p # 1/2, é
bastante instrutivo.

A partir da lei dos grandes nimeros coloca-se naturalmente a seguinte
pergunta: para n grande (porém finito) como sdo as flutuagoes de S,,/n em
torno de £ X317 Um dos resultados mais classicos diz que no contexto acima, e
se 02 = VarX, for finita, entdo tipicamente |S,,/n — EX;| é de ordem n~1/2,
e ademais as probabilidades

P (\/ﬁ (% - EXl) € [a,b]> (17)

sao aproximadas pela correspondente probabilidade para uma Gaussiana

R
/ e 27dr (18)
a

ovV2w




No caso em que as v.a. X; correspondam a ensaios de Bernoulii inde-
pendentes, com parametro p, esse resultado pode ser refraseado como uma
aproximacao da Binomial com parametros n e p pela distribuigao Gaussiana,
e foi provado inicialmente por De Moivre (p = 1/2) e por Laplace (p # 1/2).
Vale aqui uma aproximagao do tipo seguinte:

(Z)pk(l _ p)nfk
sup (k—np)?
(ke Ih=npl<o(m)} | ___1___ 52
2nnp(l—p)

-1 =0 (19)

quando n — +oo, desde que ¥ (n)/(np(1 — p))?/? — 0, mostrando que a pro-
babilidade de obter k sucessos em n ensaios de Bernoulli é aproximada pela
fungao de densidade Gaussiana com esperanga np e variancia np(1 — p) ou seja
a mesma esperanga e variancia que a distribuicao Binomial.

Trata-se de caso particular do que atualmente chamamos de teorema local
do limite central. Ao se somar em k para |k — np| < xy/np(1 — p) obtém-se

6, 9)

entdao a versao integral (ou usual) do mesmo, como acima. A prova desse

resultado classico pode ser obtida utilizando-se a férmula de Stirling e fazendo
aproximacoes de Taylor para a fungao I(z) usada acima 9).

Note que no contexto de v.a. i.i.d. a validade da aproximagao gaussiana
depende de condigoes nas caudas da funcao de distribuicao, formuladas quando
se supoe que X; tem variancia finita. A aproximagao deixa de ser valida em
geral. Para ver um exemplo disso suponha que a distribuicao comum seja a de
Cauchy. Nesse caso, algo mais dramdtico acontece: S,/n tem exatamente a
mesma distribuicao que cada uma das v.a. X;: nao s deixa de valer a apro-
ximagao Gaussiana, mas também nao vale a lei dos grandes ntimeros. (Outros
exemplos em aula.) Em sua forma cldssica mais geral, o teorema do limite
central caracteriza os possiveis limites de somas de um grande nimero v.a.s
independentes, cada uma delas pequena (em relagao ao total). Eles constituem
as chamadas distribui¢oes infinitamente divisiveis, tais que que para cada n
coincidem com a distribuicao de uma soma de n v.a. i.i.d. Alguns exemplos
sao Poisson, Normal e Cauchy. A caracterizagao completa dessas distribuigoes
através de sua transformada de Piourier, é devida a Lévy e a Khinchin. Alguns
9

exemplos serao vistos em aula.



5 Cadeias de Markov e passeios aleatérios.

Normalmente usamos a expressao processo estocastico para indicar uma evolugao
temporal que tenha componente aleatéria ou estocastica. Pensando em ob-
servagoes realizadas de forma discreta no tempo isso nos leva a uma sequéncia
de varidveis aleatérias (Xo, X1,...) em algum espago de probabilidade. Nesse
contexto,0 que mais se aproxima de uma evolugao deterministica é a chamada
Propriedade de Markov, que diz basicamente o seguinte: dado o presente, fu-
turo e passado sdo independentes. Supondo que as varidveis tomem valores em
um conjunto S finito ou infinito enumeravel, ! isso pode ser assim formulado:

PXpt1=y|Xo=20,...,Xpn =2pn) = P(Xpny1 =y | Xn =2n). (20)

Podemos simplificar, supondo que esse mecanismo de evolugao seja homogéneo
no tempo, ou seja,

e o chamamos de Cadeia de Markov (homogénea). Nessa situagao consideramos
a matriz de transicdo Q = (¢; ;)i jes, onde

ij =PX1=j[Xo=1) i,j€S, (22)
que verifica as seguintes propriedades:

;>0 qx=1 VijeSs (23)
kesS

As matrizes que satisfazem (23) sdo chamadas estocdsticas. Vemos que se tiver-
mos a distribuigao de Xy, ou distribuicao inicial, m; = P(Xo = i), i € S entao
P(Xo =0, X1 =41,..., X5 = in) = TigQio,ir - - - Qin_1.,in, OU S€ja toda a distri-
buigao fica determinada a partir de 7 e da matriz . Podemos também calcular
as probabilidades de transi¢do em n passos, ou seja se colocamos g; ;(n) =
P(Xpin =3 | Xim = 1) entdo vale a equagdo de Chapman-Kolmogorov

n n’ n n .. 1
=S qWe ijes, ¢ =ay (24)
kesS

'Podemos pensar em S = N = {1,2,...} ou S = {1,2,..., N} para algum
N e N.



A verificacdo de (24) serd feita em aula. Decorre imediatamente que ¢(™) = ¢",

a poténcia n-ésima da matriz q. Por consisténcia notacional é bom colocarmos

o . . 0
¢9 como a matriz identidade, i.e. q§ j) =
;

Com isso vemos que se 7w é a distribuigao inicial entao a distribuigao

di,5, o delta de Kronecker.

775”) = P(X,, = i) na etapa n é dada por

7™ =3 g (25)
keS

Colocam-se as seguintes questoes basicas:
a) Existe uma distribuigdo de equilibrio (ou estaciondria) 77 Ou seja uma
probabilidade 7 em S tal que 7(™ = 7 para todo n. Claramente isso equivale
a encontrar solugao para a equac¢ao de balanceamento

= quz‘,j v, (26)
i€S
com m; > 0and ), qm = 1.
b) Em que condigoes tal distribui¢do estaciondria 7 é unica?

Se S for finito vemos que isso se transforma em um problema de autovalor
da matriz finita ¢: m = mq (autovetor & esquerda com autovalor 1), e pode ser
tratado algebricamente, constituindo-se um caso do classico teorema de Perron-
Frobenius. Tem-se unicidade da distribuigao estaciondria sempre que a cadeia
for irredutivel, no sentido que para quaisquer dois pontos distintos i,j € §
existe n > 1 tal que ¢;'; > 0, i.e., hd probabilidade positiva de chegar a j em n
passos, partindo de 1.

No caso de unicidade, poe-se naturalmente a questao de convergéncia
ao equilibrio. Se comecam(()s)de qualquer outra distribuicao 7 temos con-
n

vergéncia a 7?7 Ou seja, m; © — @; para todo i? No caso afirmativo in-
teressa estimar a velocidade de convergéncia. Aparece aqui uma particula-
ridade proveniente da discretizacao do tempo: para termos convergéncia é
necesséario evitar a periodicidade, presente nos exemplos abaixo (ou reformu-
lar ligeiramente a convergéncia). Dizemos que uma cadeia é aperiédica se
d; == m.d.c{n: qf'; > 0} = 1 para todo i. Sendo a cadeia irredutivel basta con-
siderar um i fixo qualquer (d; é constante neste caso). Nessas condigoes pode-se
dar um argumento probabilistico, baseado na idéia de acoplamento: se a cadeia
for finita, irredutivel e aperiddica, e consideramos duas realizagoes evoluindo

independentemente até se encontrarem (permanecendo depois insepardveis),



entdo existem r € (0,1) e ¢ < 400 tais que, para todo n, a probabilidade de

nao se encontrarem até a etapa n é menor ou igual a cr™"

. Isso nao s6 prova
a existéncia e unicidade da distribuigao estacionaria 7 mas também fornece
verificagao da convergéncia exponencial a 7, para qualquer situagao inicial. A
razao pela qual o argumento acima funciona provém da validade da condi¢do
de Doeblin: sendo S finito as condigoes de irredutibilidade e aperiodicidade sao

equivalentes a existéncia de m > 1 e ¢ > 0 tal que
q;; > ¢ paratodo i,j€S

e nesse caso o argumento (acoplamento) acima funciona com r = (1 —¢)t/™
e c = (1 —¢)~!. Percebe-se a necessidade de melhor operacionalizar uma
estimativa de r, principalmente porque as aplicacdes envolvem situagoes em
que o nimero de pontos em S é muito grande. (Discussao em aula.) Essa
convergéncia é importante para algoritmos muito usados como o amostra-
dor de Gibbs bem como para o recozido simulado, (este dltimo é cadeia nao-
homogénea) de importancia na andlise de grandes conjuntos de dados, espe-
cialmente em questoes ligadas a reconhecimento de imagens.

No caso de cadeias periédicas (como os exemplos abaixo) a convergéncia
acontece ao longo de subsequéncias adequadas, e no limite em Cesaro:

1 n
=“NoalP s wm i, (27)
n k=1

para qualquer distribuicao inicial. Em outras palavras, o valor esperado da
proporcao de tempo gasto em cada estado ¢ tende a 7;, no limite de tempo
infinito. (A andlise em tempo continuo evita a questdo da periodicidade.)

De fato, o argumento baseado no acoplamento fornece ndo apenas um
resultado sobre o valor médio assintético do tempo passado em cada estado 1.
Como na lei forte dos grandes nimeros, tem-se o seguinte: para um conjunto
de realizagoes que tem probabilidade um, a proporgao de tempo passado em i
converge a T; quando o tempo de observagao tende a infinito (em particular, a
cadeia retorna infinitas vezes a cada estado 7). De fato, pela propriedade (forte)
de Markov vemos que se Xg = ¢ e 7q,7,... sao os instantes dos sucessivos
retornos ao estado inicial:

Torr=min{j >7,+1: X; =X, }, n>0 (28)



onde 79 = 0, entdo as v.a. 71,72 — 71,73 — T2, ... sao i.i.d. Aplicando a lei dos
grandes niimeros teremos que 7, /n converge q.c. a E71, 2 de onde obtemos a

citada convergéncia e, ademais, comparando com o argumento anterior, temos:

pi = E(n | Xo=1) = i (29)
T
Notagao. P;(-) = P(- | Xo =14). Pr() indica que X tem distribuigao .
Para o tratamento andlogo se tivermos uma cadeia irredutivel, mas com
S for infinito, poe-se imediatamente o seguinte conceito:
Defini¢ao. Um estado i é dito transitério se P(r; < 400 | Xog = 1) < 1, i.e.,
existe uma probabilidade positiva de nao retornar a i. Caso contréario dizemos
que i é recorrente. No caso de um estado recorrente, o classificamos como re-
corrente nulo (positivo) de acordo com p; = +00 (p; < 400, respectivamente).
Prova-se facilmente que se a cadeia for irredutivel entao todos os estados
sao do mesmo tipo, todos transitérios, recorrente nulos ou recorrente positivos,
e dizemos que a cadeia é transitoria, recorrente nula ou recorrente positiva,
respectivamente. Uma cadeia irredutivel e recorrente positiva é dita ergddica.
Se a cadeia for ergddica ela possui exatamente uma probabilidade estacionaria
7, sendo que 7; coincide com a proporcao assintética (q.c.) de tempo gasto no
estado i, e p; = 1/7;, para todo i.
Exemplos. 1. Cadeia de Ehrenfest. Bolas numeradas de 1 a m sado dis-
tribuidas em duas urnas, A e B. Em cada etapa sorteia-se ao acaso um nimero
em {1,...,m} e a bola correspondente é trocada de urna. Seja X,, o nimero
de bolas na urna A apds o n-ésimo sorteio, e Xy a situagao inicial. Temos uma
cadeia de Markov em S = {0,1,...,m} com matriz de transi¢ao dada por:
Giir1=1——, qi-1=—, 1<i<m (30)
m m

sendo que os demais termos se anulam. Nesse caso verifica-se facilmente que a
distribui¢do Binomial com pardmetros m e 1/2 é estaciondria. De fato verifica-
se que se m; = ()27, entdo

T Qij = Tj Q4. VZ,] €8s. (31)

Somando em i na equagao (31) e lembrando que ), gj; = 1 para todo j vemos
que (31) implica (26). A equagdo (31) é também conhecida como equagio de

2Para v.a. ndo-negativas a lei forte valeria mesmo se 7, nao fosse integravel.



balanceamento detalhado. Ela fornece a reversibilidade temporal: se w é uma
probabilidade em S e satisfaz (31), e consideramos a cadeia com distribuicéo
inicial 7 entdo Pr(Xo = i0,..., Xn = in) = Pr(Xp = d0,..., X0 = in), para
quaisquer n. > 1, ig,...,4,, ou seja podemos inverter a diregao do tempo e a
distribuigao fica inalterada.

Lembrando entdo (29) e a férmula de Stirling podemos ver que para m
grande fi[, 2] ~ em!'/? (¢ = \/7/2), ao passo que p,, = 2™. Com sua extrema
simplicidade, este exemplo teve um papel curioso no inicio do século passado,
quando ainda nao estava claro o aspecto probabilistico envolvido no Teorema
H de Boltzmann, e criticos apontavam a incompatibilidade entre o crescimento
da entropia e a reversibibilidade do sistema microscépico (leis da mecanica, no
caso). Basta olhar a versdo “microscépica’da cadeia de Ehrenfest (diz em que
urna estd cada bola, a cada etapa): temos nesse caso uma cadeia de Markov
em S = {0,1} e a distribuicio estaciondria (também reversivel) é uniforme
em S. O fator entrépico (ntmero de configuragoes x € S correspondentes a um
dado valor k de X,,) é que faz a diferenca acima nos tempos de recorréncia.

2. Passeios aleatdrios. O nome indica cadeias obtidas como somas parciais de
va. iid: X, = Xo + ZZ=1 &, onde as & sdo i.i.d. Ou seja, em cada etapa
faz-se um deslocamento totalmente independente de tudo j& ocorrido, com a
mesma distribuicao de &;.

(a) S =Z o conjunto dos niimeros inteiros. Suponha que P(§; = +1) = p and
P& =-1)=g=1—pcom 0 < p< 1. Aplicando a lei dos grandes nimeros
vemos que X, /n — 1 —2p q.c., para qualquer valor inicial. Logo, se p # 1/2
fica evidente que temos uma cadeia transitéria, cada estado é visitado apenas
um nimero finito de vezes, com probabilidade um. Por outro lado, se p = 1/2
pode-se verificar que P(1;1 < 4+00) = 1 mas E7; = 400 ou seja temos uma
situacao de recorréncia nula, e nao existe probabilidade estacionéria.

(b) Seja S = Z%, o reticulado d-dimensional. Em cada etapa, estando na posicio
x escolhe-se um dos 2d vizinhos mais proximos de x, com igual probabilidade
1/(2d), independentemente de todo o resto, e esse passa a ser o novo estado do
processo. Se d = 2 tem-se a mesma situagdo do caso d = 1 (exemplo anterior
com p = 1/2) de recorréncia nula. Entretanto se d > 3 a cadeia passa a ser

transitoria. Vamos verificar isso em aula. Uma maneira de se convencer da



diferenca seria considerar o seguinte: Fixado o valor de d, temos

Py(Xop =0) = > <2’“1> e (%d> (2d)72";  Py(Xans1 = 0) = 0).

k k
krthatthg=n N1 d
Usando novamente a formula de Stirling podemos ver que

+oo
Y P(Xp=0)<+o0 & d>3.

n=1

Observando que 3°,° Po(Xa, = 0) = Eo(3,,, 1;x,-0}) vemos que se d > 3
o passeio aleatdrio faz apenas um numero finito de retornos a origem, ao longo
de toda a trajetdria, sendo portanto transitério. (Os casos d = 1,2 serao vistos
em aula.)

6 Do gas de Lorenz a percolagao.

Nessa se¢do vamos considerar um problema (cldssico) do movimento de uma
particula em um ambiente onde hé obstaculos refletores. O problema comegou
em 1905 com Lorentz 3, e sua motivacio era descrever e estudar teoricamente
o movimento de um elétron através de um campo de particulas com massas.
Observagao. Desde o inicio de seu trabalho cientifico, Lorentz envolveu-se na
tarefa de estender a teoria de Maxwell da eletricidade e da luz. Seu trabalho
fundamental nos campos de ética e eletricidade revolucionaram as concepgoes
contemporéaneas sobre a natureza da matéria. Lorentz ainda fez contribuicoes
fundamentais ao estudo de problemas de corpos em movimento, em especial
sobre fendmenos 6ticos e elétricos neste contexto. Sua visao de que elétrons
desempenham um papel ponderavel em fenomenos eletro-magnéticos tornou
possivel aplicar a teoria molecular a teoria da eletricidade, e explicar o com-
portamento de ondas de luz atravessando corpos transparentes em movimento.
Numa nomenclatura atual, os obstdculos estariam representados por bo-
las unitdrias com massa infinita (os centros das bolas tomados de forma deter-
minfstica ou aleatdria, e.g. Processo de Poisson), e o elétron ficaria representado
por uma particula pontual, que (na auséncia de campo elétrico ou magnético)

movia-se com velocidade constante entre sucessivas colisbes com os obstaculos,

3Hendrik Antoon Lorentz (1853 - 1928), Prémio Nobel em 1902, juntamente
com Pieter Zeeman, por sua teoria de radiacao eletromagnética.



e as colisoes supostas eldsticas (ver Fig 1. (a) e (b)). Este modelo ficou co-

9

nhecido pelo nome “gés de Lorentz”. 8) Como o problema apresentou-se muito
dificil para dar uma resposta razoavel a nivel rigoroso, Ehrenfest sugeriu mudar
as formas dos obstaculos para “diamantes”de modo que se o elétron comecasse
com velocidade horizontal, entdao apenas as diregoes horizontal e vertical se-
riam permitidas para o movimento, cf. Fig. 1(c). 1) Entretanto, mesmo essa
simplificagao nao ajudou tanto, e ainda hoje estamos na mesma posi¢ao em
relacao a este problema que quando comegamos em 1905: apesar dos enormes
esforcos de matemadticos e fisico-matematicos, nenhuma propriedade ergddica
deste sistema dinamico é conhecida (exceto no caso periédico, quando os ob-
jetos estao colocados em um modo adequado e peridédico, e o sistema tem o
assim chamado horizonte infinito, i.e., sao permitidas algumas diregoes excep-
cionais nos quais voos nao terdo colisdes (resultados de Blecher e Sinai). Nem
tampouco sabemos se a particula escapa ao infinito, e no caso arfirmativo, com
que velocidade, e muito menos, se sua trajetéria re-escalonada (espago-tempo)
deve convergir a um movimento Browniano.

Na comunidade de probabilidade, esse modelo provocou um grande niimero
de problemas, a maioria dos quais ainda grandemente nao respondidos. Vamos
nos concentrar no chamado “problema de espelhos”.

O problema de espelhos. Seja 0 < p < 1. Em cada vértice do reticulado Z?
colocamos um espelho ou uma abertura, com probabilidades p e 1 — p, respecti-
vamente. As escolhas em vértices distintos sdo todas independentes entre si. O
plano de cada espelho colocado é sempre perpendicular ao plano do reticulado
e o angulo entre o espelho e o eixo horizontal do reticulado serd 37/4 (quando
dizemos que o dito vértice é um espelho do tipo NW) ou 7/4 (quando dizemos
que o dito vértice é um espelho do tipo NE), com probabilidade 1/2 cada, inde-
pendentemente de todo o resto. Os espelhos sao pensados como de dupla-face.
Imaginamos agora um raio de luz emitido na origem do reticulado em uma das
quatro diregoes no reticulado. Ao alcancar uma abertura, o raio passa através
da mesma, sem ser defletido. Ao alcancar um espelho, é defletido através do
angulo e direcdo apropriados. A seguinte dicotomia é entao bastante clara: ou
a luz atravessa um caminho infinito a partir da origem (possivelmente contendo
algumas auto-intersegdes), ou descreve um circuito fechado.

Escrevemos £(p) para a probabilidade de que a luz alcance um conjunto
infinito de vértices. Uma questao bdsica consiste em saber se £(p) > 0 para um



a) gas de Lorentz b) gas de Lorentz, caso periodico
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c) modelo de Ehrenfest d) o problema dos espelhos

Figura 1:

dado valor de p.

Nessa versao do modelo de Lorentz no reticulado, os espelhos representam
as particulas massivas e a luz representa o elétron. Técnicas de percolagao sao
relevantes para tais problemas.

Determinar se £(p) > 0 para um dado valor de p é um problema noto-
riamente dificil. O ponto central da dificuldade estd no fato de constituir um
sistema dindmico em um ambiente aleatério. Em outras palavras, fixando-se
uma realizacao de espelhos, o comportamento é deterministico; entretanto, a
trajetoria é muito sensivel a pequenas mudangas na configuracao dos espelhos.
E trivial que £(0) = 1: na auséncia total de espelhos, a luz vai diretamente ao
infinito. Por outro lado, o tnico resultado nao-trivial provado rigorosamente
sobre esta funcdo é que £(1) = 0. Simulagdes niimericas sugerem que &(p) =0
para todo p > 0.

O fato que £(1) = 0 depende de um resultado importante devido a Har-



ris: para a percolacdo de elos em Z? com parametro 1/2, a probabilidade de
encontrar um caminho infinito aberto é zero: 6(1/2) = 0. 5) Assumindo por
enquanto esse fato, vamos ver como ele implica que £(1) = 0.

Prova de que £(1)=0. Seja 72 o “reticulado diagonal”, tendo como vértices
os pontos (m+ §,n+ 1) para m,n € Z com m+n pares; no qual coloca-se um
elo ligando (m+ 3,n+ 1) a (r+ 1,5+ 1) se e somente se [m —r| = |n—s| = 1.
22, como na Figura 2.

=2

Figura 2: Reticulados Z? (linhas pontilhadas) e 72

A partir dos espelhos no reticulado original Z? vamos gerar um processo
de percolacdo em Z2. Fazemos isso da seguinte forma: um elo em Z?2 ligando
in—1)a(m+1n+1)édeclarado aberto se o vértice (m,n) of Z>

tem um espelho NE; analogamente, um elo em 72 ligando (m — %, n+ %) a

(m —

(m+ 3,n — %) é declarado aberto se (m,n) for um espelho NW. Como 72 6
isomorfo ao reticulado quadrado, o processo resultante é o modelo de percolagao
de elos no reticulado quadrado com parametro 1/2. (Ver Fig. 3 e 4.)
Observagao 1. Um pouco da notagdo usada em percolagdo. Se z e y s@o
vértices em Z2, escrevemos x < y se existir um caminho aberto ligando z a
y, i.e. um caminho formado de elos abertos. Entao podemos definitr C(z) =
{y € Z* : © < y} o aglomerado aberto de x, e a probabilidade de percolacio
0(p) = P,(|C(0)] = +0), onde p ¢é a probabilidade de cada elo estar aberto.
Fato fundamental para percolagao é a existéncia de valor critico p. =

pe(d) = p(Z9) tal que

0(p) =0 se p<pe,
and

O(p) >0 se p>p



XK 28

<

N
<

>.\//
/</\//zz

T2 XNARA

770N NN

/ NE -mirror \ NW —mirror

Figura 3: Configuracio de espelhos em Z? com p = 1: espelho presente em
cada vértice.

pc(d) é chamada de probabilidade critica e formalmente definida como

pe(d) = sup{p: 0(p) = 0}.

sendo que 0 < p.(d) < 1, para todo d > 2.

Vamos utilizar o seguinte lema fundamental:

Lemma. (Harris) Para percolacio de elos em Z? temos que 6(1/2) = 0. Em
particular p.(Z?) > 1/2.
Prova. Ver apéndice.

Observagao 2. O Lema acima foi provado inicialmente com argumentos de
certa complexidade geométrica, no notavel artigo 5), que também contém mui-
tas das técnicas usadas posteriormente nos desenvolvimentos em percolagao.
Como sub-produto Harris obteve a unicidade do aglomerado infinito em d = 2.
No Apéndice apresentamos uma prova simples e elegante de que 8(1/2) = 0.
O argumento, devido a Zhang?, assume ji provado que se 6(p) > 0 entdo o

aglomerado infinito é tinico em Z? (este tltimo fato vale em Z9, d > 2). 4)
De fato se d = 2 pode-se dizer mais, na forma seguinte.

Teorema. (Kesten) p.(Z?) = 1/2.

4Comunicacdo nao publicada.



Figura 4: Espelhos no reticulado original Z? (parte superior da figura) geram
um processo de percolagao de elos em 72 (figura inferior). Elos pretos estao
abertos, i.e. alinhados com os espelhos e elos ortogonais aos espelhos brancos
estao fechados.

Este resultado é um dos mais fundamentais na histéria da percolacdo. A prova
de Kesten foi o coroamento de quatro artigos publicados em um periodo de vinte
5)

e um anos. Harris ©/ provou que 6(1/2) = 0, e em 1978 trabalhos independentes

(em grande parte equivalentes) de Russo e de Seymour e Welsh forneceram os
ingredientes necessarios sobre o tamanho médio do aglomerado. Kesten 7)

mostrou como construir o resultado completo, com base nesses argumentos.

Observagao 4. Um conceito ttil é a dualidade planar. Para um grafo que
pode ser desenhado no plano de modo que os elos se intersectam apenas nos
vértices, também chamado de grafo planar, o dual pode ser definido assim: em
cada face do grafo colocamos um vértice do dual e ligamos dois desses vértices
com um elo quando as faces compartilham um elo no grafo original. No caso
particular de Z?2 isso nos d4 simplesmente Z2 = {(m + 1,n+1): (m,n) € 2%},



com elos entre os vizinhos, isomorfo ao reticulado original. Cada elo de Z2? é
cruzado por um tunico elo no dual (e vice-versa). Para o modelo de percolacao
dual, dizemos que um dado elo estd aberto (fechado) se e s6 se o elo que cruza
em Z? esté aberto (fechado) respectivamente.

Voltamos agora & prova de que {(1) = 0. Como, pelo Lema 1, 6(1/2) = 0,
isso implica por dualidade (e simetria entre fechado/aberto) que a origem de
72 fica contida q.c. no interior de um circuito aberto C' em Z2. Cada elo
de C corresponde a um espelho (paralelo ao elo) no vértice correspondente
do reticulado original, e portanto o circuito C' dé origem a um contorno de
espelhos em torno da origem. A luz ndo tem como escapar desse contorno e
portanto £(1) = 0.

Apéndice. Prova do Lema. Seguimos um argumento de Yu Zhang. Supo-
nha que 6(1/2) > 0. Para cada inteiro positivo n, seja A(g ) (A(pn)s Awsn),
A(1.n), respectivamente) o evento que algum vértice no lado esquerdo (direito,
superior, inferior, respectivamente) do quadrado A, = [0,n]? pertenca a um
caminho infinito aberto em Z? que nio usa nenhum outro vértice de A,,. Cla-
ramente Ag ), Ap.n), Awsn), Arn)) s30 eventos crescentes,® todos com
mesma probabilidade e cuja unido é o evento que algum vértice de A,, pertence
a um aglomerado aberto infinito. Devido & hipétese que 6(1/2) > 0 existe um
aglomerado aberto infinito com probabilidade 1, de modo que

P1/2(A(E,n) U A(D,n) U A(S,n) U A(I,n)) — 1 as n — oo. (32)

Pelo “truque da raiz”segue-se que

lirf Pyjo(Apny) =1 parau=FE,D,S,1I. (33)
Observagao 4. Truque da raiz. Se Ay, As, ..., A, forem eventos crescentes,

de mesma probabilidade,
1
Py(A1) 2 1= {1 = B(u, A4} ™
Para ver isso, note que usando a desigualdade FKG 5, 4) temos

L= Py(UL, Ai) = Pp(MiZ A7) = | | Po(A7) = (1= Pp(A1))™.

-

=1

5Crescente na configuracio de elos.



Escolhemos N de forma que
7
Pyjo(Aw,ny) > 3 parau=FE,D,S,I. (34)

Indo ao reticulado dual Z? = {(m + 1.n+3): (m,n) € Z*}, definimos a caixa
dual A, = {z + (1/2,1/2): 0 < 1,29 < n}.

Seja A(E,n) (A(D’n), fl(s,n), A(Ln), respectivamente) o evento que algum
vértice no lado esquerdo (direito, superior, inferior, respectivamente) de A,
pertence a um caminho infinito fechado em Z2 que nao usa outro vértice de
A,,. Cada elo em Z2? estd fechado com probabilidade 1 /2, de modo que

~ 7
P1/2(A(u,N)) = PI/Q(A(u,N)) > g for u = f?7 l)7 S, I, (35)

por (33). Considere agora o evento A = A n) N Ap,n) N A(S,N) N A(I,N), no
qual existem caminhos infinitos abertos em Z2?\ A x tocando os lados esquerdo
e direito de Ay, e caminhos infinitos fechados em 72\ Ay tocando os lados
superior e inferior de Ay cf. Fig. 5.

be

ba
\/ Ty

Figura 5: Vértices a e b pertencem a aglomerados abertos infinitos em 72\ An;
vértices x e y a aglomerados fechados infinitos em Z?\ An. Se existe um tinico
aglomerado infinito aberto, entao existe um caminho aberto 7 ligando a a b, e
portanto os aglomerados infinitos fechados em z e y sdo disjuntos.

Por (34) e (35), vemos que a probabilidade de A nao ocorrer, P(A°)
satisfaz
Pyjo(A°) <

)

N =



de modo que P;/5(A) > 1. Se A ocorre, entdo Z? \ Ay contém dois aglomera-
dos abertos infinitos disjuntos, uma vez que os aglomerados em questao estao
fisicamente separados por um caminho fechado infinito do dual; cada caminho
aberto em Z? \ T'(N) ligando esses dois aglomerados conteria um elo que cruza
um elo fechado no dual, e um tal elo nao pode existir. De forma semelhante,
em A, o grafo Z2 \ AN contem dois aglomerados infinitos fechados, separados
fisicamente por um caminho aberto infinito em Z2? \ Ay. Agora, o reticulado
total Z2 contém (quase certamente) um tinico aglomerado infinito aberto, e
segue-se que existe (quase certamente em A) uma conexdo aberta do reticu-
lado entre os acima mencionados aglomerados abertos infinitos. Pela geometria
da situagao (ver Fig. 5 novamente), essa conexao atravessa Ay e forma uma
barreira para possiveis conexoes do dual, ligando os dois aglomerados infinitos
fechados. Portanto, quase certamente em A, o reticulado dual contém dois
ou mais aglomerados infinitos fechados. Esse ltimo evento tem probabilidade
zero, e portanto P /5(A) = 0, em contradicao com a dedugao acima. A hipdtese
inicial que 6(1/2) > 0 é portanto incorreta, concluindo a prova do Lema.
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