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I. INTRODUCAO

Iniciamos abordando as teorias classica que descreve uma particula no super-espaco e,
em seguida, ivestigaremos a mecanica quantica [1] no contexto da supersimetria.

Partindo da super-particula nao-relativistica construiremos a supersimetria em mecanica
quantica (SUSI MQ) usando os formalismos lagrangeano e hamiltoniano. Iniciaremos com
a supersimetria em mecanica cldssica (SUSI MC) e implementaremos o procedimento de
quantizagao canonica de Dirac [2], no contexto nao-relativistico. Tal procedimento de quan-
tizagao aplica-se a sistemas com vinculos de segunda classe.

A SUSI surgiu, na década de setenta, e logo em seguida alguns pesquisadores da linha de
trabalhos sobre uma descri¢ao unificada das teorias Fisicas relutaram com a grande ambigao
de que a mesma fosse a teoria de grande unificacao das quatro interagoes basicas existentes
na natureza (forte, fraca, eletromagnética e gravitacional). Mas, apés um grande nimero de
trabalhos abordando a SUSI neste contexto, estd faltando uma constatacao experimental,
para que a SUSI se torne uma teoria de unificacao a altas energias, ou seja, uma Teoria
Quantica de Campos consistente com a descricao da natureza. Nao obstante, no momento
ha uma grande perspectiva da existéncia da SUSI em Fisica de altas energias.

Entretanto, apds a formulagao da SUST MQ por Witten [3,4] e da SUSI MC [5-7],
surgiram algumas evidéncias fenomenoldgicas a baixas energias, em mecanica quantica nao-
relativistica supersimétrica [8]. Na referéncia [7] o leitor pode encontrar uma demonstracao
de que, no caso da SUSI MC com N=1 (uma varidvel de Grassmann) e uma unica super-
coordenada comutante, nao podemos introduzir um termo de potencial na super-agao. A
SUSI MQ tem sido aplicada principalmente como técnica de resolucao espectral para poten-
ciais invariantes de forma [9] e para se construir novos potenciais iso-espectrais em mecanica
quantica [10]. Recentemente, um dos autores construiu uma nova classe de potenciais no
contexto da mecanica quantica unidimensional e da teoria de campos bidimensional (141
dimensoes) [11].

Os modelos hamiltonianos da SUSI MC N =1 e N = 2 em (0+1) dimensao contém
vinculos [5], cuja primeira quantizagao via o método de Dirac foi efetivada por Barcelos et
al. [12]. Recentemente, foi mostrada a conexao da SUSI MQ com: a algebra de Wigner
e Heisenberg super-realizada para os osciladores quanticos de Wigner, em termos de oper-
adores bosonicos e fermionicos [13,14]; a éptica quantica [15]; os superpotenciais singulares
[16]; os potenciais ndo polinomiais [17], e com potenciais de fases equivalentes [18]. Gen-
denshtein e Krive [19] fizeram um excelente trabalho de revisao mostrando as aplicagoes
da SUSI em Fisica quantica com potenciais invariantes de forma, Fisica estatistica e Fisica
nuclear. Eles abordaram também os aspectos de quebra da supersimetria e a conexao com
a teoria de Gauge; completando a revisao, Lahiri, Roy e Bagchi [20] consideraram a quan-
tizagdo com vinculos de uma lagrangeana SUSI, e também as aplicagdes para os seguintes
sistemas quanticos: o oscilador harmonico isotrépico, o atomo de hidrogénio e o potencial
de Morse. Lahiri et al discutiram também a conexao da SUSI com o acoplamento de spin
orbita. Citamos também um curso sobre a SUSI MQ e a para-supersimetria dinamica, min-
istrado por Luc Vinet, na V FEscola de Verdao Jorge André Swieca, secao: Teoria de Campos
e Particulas [21]. H& também o excelente trabalho de Haymaker e Rau mostrando entre
outras aplicagoes, a conexao da SUSI com a particula relativistica de Dirac [22]. H4 outro
trabalho de revisao sobre SUSI em mecanica quantica, abordando entre outros tépicos, a



construcao de potenciais isoespectrais com o espectro de energia conhecido, por Cooper,
Khare e Sukhatme [23]. Os trabalhos de revisdo mais recente sobre o caso da mecancia
classica da superparticula livre com SUSI N =1 e o caso da SUSI N = 2, com a aplicagao
para o potenticial de Poschl-Teller I e um néutron em um compo magnético de um condutor
linear com corrente sdo encontrados, respectivamente, em [7] e [24].

Na construgao de uma teoria SUSI usa-se as varidveis anti-comutantes (cujo quadrado
é zero) denominadas de grassmannianas [26]. Para a superparticula relativistica no espago-
tempo quadridimensional de Minkowski (D = 4 = (3 + 1), trés dimensodes espaciais e uma
dimensao temporal), adotam-se etapas semelhantes ao procedimento que iremos considerar
a seguir [27].

Este trabalho estd organizado da seguinte maneira: na Secao II, apresentamos uma
sintese do método de fatorizacao em mecanica quantica para o oscilador harmonico unidi-
mensional [1]. Na Secao III, introduziremos algumas propriedades das varidveis de Grass-
mann e implementaremos a SUSI N = 1 e N = 2 em mecanica classica. Na Secao IV,
consideraremos a questao do vinculo de segunda classe na quantizacao da super-particula e
construiremos o modelo supersimétrico de Witten em mecanica quantica nao-relativistica.
Na Segao V, deduziremos o potencial generalizado de Abraham-Mosese via o método SUSI.
Na secao VI, elaboraremos as discussoes e conclusoes.

Esta nostas de aula é baseada no trabalho [4], acrescido parte dos trabalhos [1], [7] e [24].
Acrescentamos também a aplicacao do método supersimétrico para deduzirmos o potencial
generalizado de Abraham-Moses [25].

II. O OSCILADOR QUANTICO VIA O METODO DE FATORIZACAO

Vamos introduzir dois operadores nao-hermitianos, a~ e a* definidos a partir da com-

binagéo linear dos operadores de posi¢ao e momento linear (2 e p, = —ih-%) [1]
T (i i) 0
a = WT + 1Py
2hw P
at = ! (wE — ipy) (2)
T Pz);
veremos na se¢io dos postulados que pl, = p, = a* = (a7)" e a= = (a™). Neste caso,

+

diz-se que a™ sao operadores mutuamente adjuntos. Escrevendo Z e p, em termos de a™ e

a™, obtemos:

t=/—(a"+a") (3)

ﬁx = Z.\/?(a-’_ - CL_), (4>

onde a~ é chamado de operador de abaixamento e a™ é o operador de levantamento dos
autovalores de energia do oscilador harmonico simples (OHS).
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Em segunda quantizacao, quando quantizamos o campo eletromagnético surgem oper-
adores andlogos aos operadores escadas (a*) do OHS, mas eles fazem partes do campo e
nao sao combinacao lineares de p, com Z. Em teorias de campos os operadores a* sao
denominados de operadores de criacao e aniquilagao.

Os operadores a~ e a™ nao comutam e satisfazem a seguinte relacao de comutacao:

=aa" —ata =1. (5)

@™, a"]
Essa expressao é bastante evidente a partir do momento que substituirmos as equagoes (3) e
(4) no comutador [z, p,] = ih e usarmos o fato de que todo operador comuta com ele mesmo.

Substituindo (3) e (4) no hamiltoniano do OHS, obtemos:

1
H = 5(}32 + w2§:2)

h
= Ew(a’cﬁ +ata”)

1
=hw(aTa™ + 5)
= hwata” + Ey, (6)

onde a constante E, = %‘" ¢ chamada de energia do ponto zero do oscilador associada
ao estado fundamental (ou estado de menor energia). Estamos considerando o sistema de
unidade em que m = 1. Lembre-se que em mecanica cléassica, a energia minima do oscilador
é zero.

Um bom exercicio, seria mostrar diretamente, escrevendo os operadores a
de x e do operador derivada %. Lembrando-se que os operadores atuam sobre as fungoes
de onda, o leitor deve calcular os produtos dos operadores, neste caso, atuando-os sobre as
autofungoes unidimensionais. Calcula-se separadamente, ata™ ¢, (x) e a~at,(x) depois faz-
se a adi¢ao obtendo, entao, o hamiltoniano acima. Fazendo a subtracao das duas equagoes
resultantes desta operacao, obtém-se a relacao de comutagao canonica acima (5).

Considerando a seguinte propriedade de comutador [A, BC| = B[A,C] + [A,B]C e

[a™,a*] = 1, obtemos duas relagoes de comutagao importantes, a saber:

+ em termos

[H,a™] = —a", (7)
[H,a™] =a™. (8)
Portanto,
Ha™ =a (H - 1), 9)
Ha®™ =a"(H +1). (10)

Neste estagio, devemos dizer que toda as vezes que tivermos equacoes desse tipo esses oper-
adores a* serdo interpretados como sendo os operadores de levantamento (™) e abaixamento
(a_) dos autovalores de energia do hamiltoniano.
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Se < 0| 0 > é normalizado, entao todos os outros também o serdo.
Fica para o leitor verificar os seguintes resultados:

H|n>=(n+3)|n>,
a” | 0>=0,
a |n>=yn|n—1>,
at |n>=vn+1|n+1>,

onde n =1,2,3,---. A segunda equacao é denominada de condicao de aniquilacao, a qual
na representacao x corresponde a uma equagao diferencial de primeira ordem, cuja solucao
nos fornece a autofuncao do estado fundamental.

Um resultado extremamente importante é obtido ao aplicarmos o operador a™ sobre o ket
do autoestado fundamental (] 0 >) n vezes. Disto construiremos o autoket | n > associado
ao n-ésimo estado excitado do OHS dado por:

(11)

+\n 1
|n>=c,(a")"]0>= (@) |0>, ¢, =4/—. (12)

Jnl

III. SUPERSIMETRIA EM MECANICA CLASSICA

Para a SUSI N = 1, com uma tnica supercoordenada comutante, nao podemos introduzir
um potencial V(¢), pois entre outros motivos levaria a nao consisténcia da super-agao,
tornando-a de dimensao {mpar [7]. Consideraremos a andlise da superparticula interagindo
com uma energia potencial conservativa U(¢), a qual, no formalismo lagrangeano, é usual
denominé-la simplesmente de potencial.

A. SUSI N=1

Consideramos a supersimetria N = 1, isto é, a SUSI com uma unica variavel anticomu-
tante. A supersimetria em mecanica cldssica unifica as coordenadas par ¢(t) e impar 1) (t)
em um superespaco caracterizado pela introducao de uma varidvel grassmanniana © nao
mensuravel [5,6,26].

Superespago — (t; ©), 0% =0, (13)

onde t e © atuam, respectivamente, como elementos par e impar da algebra de Grassmann.

A coordenada anticomutante, ©, parametriza todos os pontos do superespaco, mas toda
a dinamica serd colocada na coordenada temporal, t. A SUSI MC é gerada por uma trans-
formacao de translacao no superespago,

0 -0 =0+c¢, t—t' =1t+1ieO, (14)
onde O e € sao varidveis grassmannianas reais,

[O,€]y =0+ €0 =0= (O¢)" = ('O") = (eO) = —(O¢). (15)



Esta operagao asterisco do produto de duas varidveis grassmannianas (anticomutantes), nos
assegura que tal produto é um imagindrio puro e, por isso, coloca-se 0 i = /—1 em (22)
para alcangar o carater real do tempo. A SUSI é implementada de modo a deixar o elemento
de linha invariante !

dt + 1©dO = invariante, (16)

onde mais uma vez introduz-se o ¢ para tornar o elemento de linha real.
A supercoordenada para N = 1, é expandida em uma série de Taylor em termos das
coordenadas par ¢(t) e impar ¥(t) :

¢ = ¢(t;0) = q(t) +109(1). (17)

H& a necessidade de definirmos a regra de derivacao com respeito a uma variavel grass-
manniana. Aqui usamos a regra de derivada a direita, ou seja, sendo f(01,03) uma fungao
de duas varidveis anticomutantes, a regra da derivada a direita é a seguinte:

f5®1+ o1

o = 00, 00,

—L 50,, (18)

onde 00, e 60, aparecem do lado direito das derivadas parciais.
Uma super-acao para a superparticula livre pode ser escrita como uma integral dupla?

//dtd@ (Ded)d = - //dtd@{—w)q — O — 1042} = /dtL (19)
Apés integrarmos na variavel ©, obtém-se a seguinte lagrangiana da superparticula:
1 (.
L==¢—- 2
UL (20)

onde o primeiro termo é a energia cinética associada a coordenada par e o segundo termo é
a energia cinética associada a coordenada impar, para uma particula sem energia potencial.

B. SUSI N=2

Assumiremos que a SUSI ocorre a D =1 = (0 + 1) com supersimetria estendida N = 2.
Neste caso, teremos duas varidaveis anticomutantes. Iniciaremos com o tratamento classico
e depois efetuaremos a primeira quantizacao via o método de quantizagao canonica com
vinculos. Em geral, a SUSI com N > 1 é denominada de supersimetria estendida. No caso
N = 2, o elemento de linha é dado por

! Aquelas propriedades das grandezas grassmannianas necessirias para uma melhor compreensao
desta secao serao introduzidas gradativamente.

ZNesta secdo sobre supersimetria em Mecanica Cldssica usamos o sistema de unidades em que
m =1=w, onde m é a massa da particula e w é a frequéncia angular.
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dt —i01dO; — 102dO, = invariante, (Jacobiano = 1), (21)
o qual ¢é invariante sob as seguintes transformagoes de translagao no super-espago:

@1 —>@,1 :@1+61, @2 —>@/2:@2+62, t—>t,:t+i€1@1+i€2@2, (22)

M)

onde €; e €3 sdo grandezas anticomutantes (grassmannianas) e constantes reais. O ”i” em
(1) serve para garantir o carater real do tempo.
As varidveis de Grassmann reais possuem as seguintes propriedades:

[@Z‘, @j]-f- = G)z@] + @]@z =0= (@1)2 =0= (@2)2. (23)

Elas satisfazem as seguintes integrais de Berezin:

2
[aeo=1=3 [d00: =2  [d6;=0=061,(i=12) (24)
=1

onde Jg, ¢ a derivada parcial em relacao a ©,. Vemos que a integral de Berezin atua como
uma derivada. Além do mais, note que a derivada grassmanniana satisfaz a seguinte relagao
de anti-comutacao:

[06,,0;]+ = 00,0; + ©,00, = d;j, (i,j=1,2), (25)

onde ;5 ¢ o delta de Kronecker, isto é, se i = j = 0;; = 1; se ¢ # j = 0;; = 0.
De um modo geral, uma fun¢ao de um conjunto de duas varidveis impares reais (0,, @ =
1,2) pode ser definida pela seguinte expansao formal:

2
f(@a) = fO + Z fa@a + f3®1@2

a=1

2 8f
of = 00,. 26
f a; 2. (26)

Note que na segunda equacao acima 00, esta atuando pelo lado direito, o que denomina-se
de regra de derivada a direita. Quando 60, atuar pelo lado esquerdo da derivada parcial,
chama-se de regra de derivada a esquerda. Neste trabalho, estamos adotando a regra de
derivada a direita, ou seja: dg, (0201) = Oy, Jg,(0102) = —0Os.

As varidveis de Grassmann muitas vezes simplificam os calculos. Por exemplo, a expo-
nencial de O, resulta exatamente na soma da unidade com ©;. Definindo as coordenadas
grassmannianas complexas © e © (o conjugado complexo de ©) em termos das varidveis
anticomutantes reais, ©;(i = 1,2) e os parametros (constantes) grassmannianos €;,

@ = 72(@1 — Z@Q),
_ 1
O = —2(@1 + Z@Q),
1
€= —2(61 — i€s),
1
€ = —2(61 + i€2), (27)



a transformacao SUSI torna-se:
©—0 =0+e¢, 00— 0 =06 +¢, t—t' =t—i(Oc—€O). (28)
Neste caso, obtém-se as seguintes relacoes de anti-comutagoes:

[06,0]y =1, [06,0]y =1, ©%=0. (29)

A expansao de Taylor para a supercoordenada escalar real de natureza comutante, em
termos de © e ©, pode ser escrita como:

P(t;0,0) = q(t) +i0y(t) +iOyY(t) + OOA(t). (30)
A partir da lei de tranformacao infinitesimal desta supercoordenada, a saber,

= 0,06t + 00O + 0560
= (€Q + Qe)9, (31)
onde 0, = % e os geradores da SUSI,
Q=05 —1090,, Q= —0g+1i00,, (32)

(a supercarga ( ndo é o complexo conjugado da supercarga ), obtemos as respectivas leis
para as componentes bosonicas (pares) (q(t); A) e fermionicas (impares) (Y (t), ¥ (t)):

Sa(t) = Hed () + (D), 54 =el(t) — e(t) = 5 {ed — e) (3)

ou(t) = —e{q(t) —iA},  ov(t) = —€{q(t) +iA}, (34)

as quais misturam-se como no caso da SUSI N=1 [7]. Obtemos estas leis de transformacao
comparando a lei SUSI em sua forma infinitesimal, dada pela equagao (31), com a variagao
(§¢) obtida diretamente da supercoordenada, isto é, d¢ = dq(t) +iO) +iOI)+OOIA(t). A
super-acao mais geral com SUSI N = 2, invariante sob estas transformacgoes, no superespaco
(©,0;1) e de dimensdo par, é definida pela seguinte integral tripla:

s =[] [ dtd@d@{%(p@(m) _U(6)}, D =0de+i60, (35)

onde D ¢ a derivada covariante (D = —9g — i00;), 95 = —0e, e (05 = 75 € o = 25 ),
construida de modo que [D, Q] =0 = [D, Q]+ e U(¢) é uma fungao polinomial da super-
coordenada. A SUSI MC ¢é um jogo de convengoes, pois poderiamos ter construido outras
derivadas covariantes anti-comutantes com as respectivas supercargas. As derivadas covari-
antes da supercoordenada ¢ = ¢(©, ©;t) resultam em

D¢ = (9o +i09,)¢ = —ith — OA + i0,q + OO,
D¢ = (—0g — i00,)p = i) — OA — iO§ + OOy
(D§)(Do) = ) — O(¢g — iAY) + —O(iAY + 1)
+ 00 (¢7 + A%+ iypt) + i) (36)
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Expandindo em série de Taylor o potencial U(¢) e mantendo até a primeira ordem em
OO (porque somente estes termos sobrevivem apos integrarmos nas variaveis garssmannianas
complexas © e ©), obtemos:

U(6) = o' () + &

= AGOU'(¢) + ;Wé@U” + %@W@@U” e
= OO{AU" + JpU"} + - -+, (37)

U”(¢) + ...

onde as derivadas (U’ e U") sdo tomadas a © = 0 = ©, de modo que resultam-nos em
fungdes exclusivamente da coordenada par ¢(t). Substituindo esta expansao de U(¢) e as
derivadas covariantes D¢ e D¢ vemos que a super-acao e a lagrangeana com SUSI N=2 em
termos das componentes da supercoordenada ¢ tornam-se:

Slas ) = 5 [+ 42 i + i — 240" () 2000 (@) b = [ Lde, (39

onde temos efetivado as integrais sobre as variaveis de Grassmann. Note que, a componente
bosonica A nao é uma variavel dinamica, pois, nao existe nenhum termo na lagrangeana
contendo derivada temporal dela! Neste caso, usando a equacao de Euler-Lagrange para A,

d 0L 0L oo .

0 que nos permite uma representagao da lagrangeana sem depender de A. Por isso, esta com-
ponente é denominada de componente auxiliar. Em geral isto ocorre com a componente que
aparece no termo de maior ordem da expansao da supercoordenada [¢(t; ©%)] nas varidveis
anticomutantes © e ©. De (39) em (38), é facil de ver que a lagrangeana SUSI pode ser
escrita como

L= {d —2(U(@)) — 20" (@) — i + )} (40)

Esta lagrangeana é a mesma obtida através da regra de derivada a esquerda. Ela descreve
uma particula supersimétrica nao-relativistica, onde g = ¢(t) é a varidvel bosénica, 1 = ¥ (t)
é a varidvel fermionica, ¥ = ¢! e ) = dd;—f). Devemos enfatizar também que 1), e 1) néo
sao operadores, mas sao varidveis classicas fermionicas satisfazendo a dlgebra de Grassmann
(W =y =y =0, Yp=—Pih, Y =—¢y e =—yy).
Por construgao, a hamiltoniana canonica da SUSI N = 2 é dada por:

0L N oL b+ oL
qd—=-

g 0(9) 9

. 1 _
Y — L=+ (U(9) )+ U" (@), 9] |, 41)
G0 S H(U'@) Dl-}, o
a qual contém um termo de potencial misto, composto de uma fungao da variavel dinamica
de posicao da particula (U”(q)) e de variaveis de Grassmann ([1),7]_). Apds a quantizagao
desta hamiltoniana veremos que este termo de potencial misto nos proporcionara a interacao
SUSI MQ), envolvendo uma parte bosonica e uma parte fermionica.
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IV. MECANICA QUANTICA SUPERSIMETRICA
A. Quantizagao Candnica no Super-Espaco

A supersimetria em mecanica quantica, formulada inicialmente por Witten [3], pode ser
alcangada pela primeira quantizacao da hamiltoniana canonica acima. Mas, devemos tomar
certos cuidados ao se implementar o procedimento de quantizagao canonica, pois hé vinculos
embutidos neste modelo [5,12]. Salomonson et al, F.Cooper et al e Ravndal ndo consideraram
os vinculos [6]. No entanto, eles fizeram uma escolha adequada para a representac¢ao dos
operadores fermionicos correspondentes as coordenadas fmpares anti-comutantes v e . A
questao de tais vinculos foi abordada através do método de Dirac [2] por Barcelos et al [12].
Eles mostraram que a primeira quantizacao pode ser implementada consistentemente, no
formalismo de supercoordenada, via o procedimento de quantizacao canonica de Dirac. De
acordo com o método de Dirac, os parénteses de Poisson {A, B} devem ser substituidos por
parénteses de Poisson modificados (denominados de parénteses de Dirac) {A, B}p, os quais
entre duas variaveis dinamicas A e B sao dados por:

{A,B}p ={A, B} — {A, Fi}C’igl{Fj, B} (42)

onde I'; denotam os vinculos de segunda classe. Estes vinculos tém os parénteses de Poisson
nao-nulos que definem a matriz C'

Cij = {Pi7 Fj}v (43>

que Dirac mostrou ser anti-simétrica e nao-singular e, portanto, inversivel. Seguindo esta
técnica obtém-se [12]:

9*U(q)

{Q7 Q}D = 17 {77/}7 &}D =1 € {A7 Q}D = 8(]2

(44)

Todos os demais parénteses de Dirac sao nulos. Na proxima etapa, implememtaremos o pro-
cedimento de quantizacao canonica. Em tal procedimento, devemos substituir os parénteses
de Dirac por comutador ou anticomutador. De acordo com o teorema de spin-estatistica,
os operadores bosonicos satisfazem a relacao de comutacao e os operadores fermionicos sat-
isfazem a relagao de anticomutacao. Conseqiientemente, denotamos ¢ e 1[1 como sendo os
operadores bosonico e fermionico, respectivamente, em mecanica quantica, correspondentes
as variaveis classicas g e 1. Neste caso, efetuamos as substituicoes dos parénteses de Dirac
pelo seguinte comutador e anticomutador:

(@ito=1— (il =1 =i =di—i=i
_ 1 . =~ . e
W, ¥}p=i— ji[%@/)h =i = [,y = +hp =1 (45)

Note que, apds a substituicao das variaveis classicas por operadores preservamos o que foi
obtido, ou seja, o lado direito da equagao (44) nao deve ser alterado. Vale a pena salientar
que, na referéncia [12], aparece um sinal negativo no paréntese de Dirac para as varidveis
fermionicas, ou seja, {1,1}p = —i. Isto aconteceu porque eles usaram a regra de derivacio &
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esquerda. Além do mais, note que o paréntese de Dirac é nao nulo, enquanto que o paréntese
de Poisson é fracamente nulo, o que é denotado por

{¢, 9} =0, (46)

e, por sua vez, nao tem correspondéncia com o anticomutador. Por isso, foi necessario a
implementagao do método de quantizagao de Dirac. No caso da referéncia [12], o paréntese de

Dirac deve ser substituido pelo seguinte anticomutador: %[7,&, Y]4. A representacao matricial
dos operadores fermionicos serao as mesmas consideradas na préxima subsecao.

Devemos dizer que o objetivo principal deste trabalho nao é analisar os aspectos da
quantizacao de sistemas com vinculos, mas entendemos que foi necessario a sintese apresen-
tada nesta secao. Para maiores detalhes sugerimos ao leitor buscar subsidios nas referéncias
citadas em [5,12].

B. O Modelo SUSI de Witten
Nesta subsecao veremos o efeito dos vinculos sobre a hamiltoniana canonica na versao

quantizada. A representagao fundamental dos operadores fermionicos, em D =1 = (0+ 1)
¢ dada por:

i=(10) o=(y o) = Wl =tea W= (47)

onde o3 é a matriz (diagonal de Pauli) com os elemetos 1 e -1 na diagonal principal. Por
outro lado, na representacao de coordenada, os operadores de posicao e de momento linear

satisfazem a relagao de comutagao canonica ([Z,p,]- = i) e tém as seguintes representagoes:
r=q(t) (1) J £(t) h d 4 h=1 (48)
T = = x(t), e = mi(t) = —ih— = —i—, =1
1 b dz dx

Substituindo (47) em (41), e definindo

W(z)=U'(z) = v

:%’

(49)

a hamiltoniana candnica torna-se o seguinte operador matricial, denominado de modelo
hamiltoniano de Witten [3]:

~ 1d> 1., ) H_ 0
=55+ 5@+ W@k = (10 g ). (50)
onde o setor de hamiltoniano (H_) pode ser colocado em termos de operadores diferenciais
de primeira ordem (mutuamente adjuntos, isto 6, AT = (A7), A~ = (A", a saber,
1 d?
H =——+V. =ATA" 1
5 d2 + V. (51)

e o seu companheiro supersimétrico H, ¢é definido por
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1 d?

H, = 5 +V,=A A",
Ve = %{WQ(:L') TW(2)},
L1 d
A* = ﬁ{i%—i—W(x)} (52)

Vemos que devido a existéncia de vinculos obtém-se o hamiltoniano SUSI com um termo de
potencial matricial, envolvendo a matriz diagonal de Pauli, ou seja, o método de quantizagao
de sistema hamiltoniano com vinculos nos assegura a existéncia de operadores fermionicos
no hamiltoniano SUST MQ.

Estes modelos de potenciais V. sao iso-espectrais, cujas degenerescéncias fornece a su-
persimetria em mecanica quantica. Eles foram introduzidos na literatura, pela primeira vez,
por Witten [3]. A partir desta forma fatorada de H. é facil verificar que estes hamiltonianos
possuem a mesma energia, a menos de um autovalor de energia pertencente ao nivel mais
baixo (estado fundamental).

Agora, considerando a equagao de autovalor para H_

H o[> =E_[¢>_ (53)
¢ notando que
H A~ =AH_ (54)
obtemos
Hy(A™ [ > ) =E_(A" [¢>_). (55)

Esta equagao de autovalor para H, nos assegura que (A~ | ¢ >_) é uma autofungao de H
associada ao mesmo autovalor de energia E_ de H_. Assumindo que A~ aniquila a funcgao
de onda normalizavel que descreve o estado fundamental de H_,

A =0, EY =0, (56)
obtém-se o seguinte mapeamento entre os autovalores de energia E. de H.:

EW =E™  n=012.... (57)
Vemos que todos os niveis de energia dos hamiltonianos H. sao degenerados, com exce¢ao
do estado fundamental nao degenerado de H_ associado ao autovalor de energia zero.

Por que a denominagao de superpotencial? A funcao W (x) é chamada de superpoten-
cial, devido as seguintes interpretacoes: W?(z) representa a interagao entre béson-bdson, e
W'(x)os representa a interagao béson-férmion. A élgebra graduada de Lie associada a SUSI
MQ N = 2, em termos das supercargas )+, envolvendo comutador [A, B]. = AB — BA e
anticomutador [A, B];, = AB + BA:

Q_,Q.]s = Hevsr, Q+=Q", Q_=ql, (58)
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(Hsusr, Q-]- =0 = [Hgysr, @+]-, QL =Q> =0. (59)

Os elementos desta super-algebra podem ser representados em termos dos operadores difer-
enciais de primeira ordem A*. Neste caso, temos:

- _ 0 O
Hovsi =H, Q- =ca"=( L ), (60)
onde V20_ = oy — ios com o1 e oy sendo as matrizes de Pauli. A energia do estado
fundamental do setor bosonico H_ é zero, ou seja, EY =0 = EgBSI. A equacao de

Schrodinger para a fungao de onda que descreve um estado quantico SUSI na representacao
abstrata,

~ >_
H |V >sps1=E | ¥ >gpsi, | ¥ >g5us1= <I Zj >+> ; E = Esysr 20, (61)
nos fornece as seguintes relacoes entrelacadas entre as autofuncoes dos setores bosonico,
| ¥ >_, e fermionico, | ¢ >, conforme a equagao (54):

1, _ L
|¢>+:ﬁA v >, |@/J>——\/E

Por conseguinte vemos que os operadores A* nao sao os operadores de simetria, mas eles
graduam os subespagos de Hilbert da SUSI MQ), levando o setor bosonico no setor fermionico
e vice-versa. Os operadores de simetria sao as supercargas (). Na descricao de Schrodinger,
a funcao de onda depende de z e esta relacionada com a representacao abstrata através do
seguinte produto escalar: Vgpgr(z) =< x | ¥ >gpgr . Justifica-se esta denominagao de
setores bosonico e fermionico, devido ao fato de que o operador de nimero fermionico,

At [ >, . (62)

Ny =(1—-03)/2, NyN;= Ny, possui o auto-espinor <(1)> associado ao autovalor ny = 0

(nenhum férmion) e o auto-espinor, ( > com ny = 1 (um férmion). Lembre-se de que, pelo

1
teorema de spin-estatistica, cada estado quantico s6 pode ser ocupado por no maximo um

férmion ou um numero inteiro de bésons.
Abordaremos agora a quebra espontanea da SUSI em mecanica quantica. Quando o
vacuo deixa de ser invariante SUSI,

_ 0 0 — 1(eQ_ €
T(e,)|0S)gr ># [WSg >, T(e, @) = @42+, (63)

diz-se que ha uma quebra espontanea da SUSI. Isto se da precisamente quando Eggs ; # 0.
Note que de acordo com a equacao (31) a supercarga classica @) corresponde ao operador @) _
da versdo quantica e T' é um operador unitério (77 = T~!). Dado uma curva de potencial, se
ocorrer pelo menos um minimo com valor zero o potencial nao apresenta quebra espontanea
de SUSI. Obviamente, estamos considerando o caso em que o potencial é uma funcao positiva
dependente exclusivamente da posicao da particula.

Agora assumindo que \\Ifg)[)] g7 > ¢ invariante SUSI e ()4 sao os operadores de supercargas
mutuamente adjuntos, temos:

0 0 0 0 0
EgU)SI =< ‘Ilgl)]SI|HSUSI|ng()]SI >=< \IJ(S&SI (Q-Q4 + Q+Q—)|‘I’g&51 >
0 0
= QW gr > [+ QU5 > [* =0 (64)
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se e somente se

Q-1¥5s1 >= Q[ Vtsr >= 0= T(e, &) Vg >= [Vigsr >, (65)
ou seja, se EngU)SI = 0 dizemos que nao ha quebra espontanea de supersimetria e, portanto,
a SUSI é uma simetria exata sempre que existir uma solucao normalizavel, da equacao
de Schrodinger, associada a energia zero. Podemos implementar uma andlise precisa da
normalizabilidade da funcao de onda, \ng()()]SI(x), que descreve o estado fundamental, em
termos do superpotencial W (z). De fato, considerando que em uma dimensao \I/g)&SI(:B) é
aniquilada pela supercarga matricial @)_, dada pela equagao (60), obtemos:

Q) = 0= Wiyl = (V7)) = (PERIOWN) g

. 0 . _ . (. :
Obviamente, para que \Pg[)]SI(x) seja normalizavel vemos que é necessario e suficiente a
seguinte condig¢ao sobre a topologia do superpotencial:

/x W(y)dy — oo, x — Fo0. (67)
0

Neste caso, N é a constante de normalizacao. Um aspecto bastante importante ¢ a impos-
sibilidade do nivel de energia do estado fundamental ser degenerado quando nao ha quebra
espontanea da SUSI. Pois, da definigao de A em (52), obtém-se a seguinte relagao entre as

solugdes de A= (z) =0 e Aty (z) = 0:
WO (@) =C. (68)

onde C' é uma constante real. Note que, se ¢)” (x) for normalizdvel, entao wf)(x) seré nao-
normalizavel e, portanto, a energia zero nao serd permitida para H,. Neste caso, ¢5f ) (x) é
uma solucao da equagao de Schrodinger, mas nao é aceitavel fisicamente.

Sobretudo, podemos afirmar que temos quebra espontanea de supersimetria em mecanica
quantica quando existir uma funcao de onda normalizavel associada ao menor valor de
energia de um potencial, desde que a respectiva energia seja maior do que zero.

V. HIERARQUIA DE HAMILTONIANAS SUPERSIMETRICAS

A andlise da SUSY nos fornece uma hierarquia de Hamiltonianas que permite calcularmos
as autofundes e autovalores de energia de H; (Sukumar [10]). Considerando H_ = H; e
H, = H,, temos:

ot A B0 4 LAy 1 (0) _
Hy = ATA] + EY, A =1 <_ﬁ%> @ = (AN, B =0, (69)
com o seu companheiro supersimétrico dado por
(0 0
Hy = AT AT + By, Va(z) = Vi(z) — 55 0nyy . (70)

dx?
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O espectro H; e H, satisfazem
B =gt n=0,1,2,...,
com suas autofuncoes relacionadas por

LA n=0,1,2,....

Fatorizando Hy em termos de sua fungao de onda do estado fundamental wéo)

1 d?

Ho = —
2 2 da?

1 d 1
+Va(z) = AF Ay + B, Ay = ¢ <—fdx>

e o companheiro SUSY de H; é dado por

d?
5 Em/)l .

Hy = A; AF + B Va(z) = Va(z) — e

O espectro de Hy e Hj satisfazem a condigao

ESM =BV n=0,1,2, ...
com suas autofuncoes relacionadas por

wénﬂ)aA;zbén), n=20,1,2,....

Repetindo este procedimento obtemos a seguinte generalizagao:

1 a2
H = —=—— AYA-+ EO = A~ At 4+ B
" 2dx2—|—Vn( T) = + L+ EY

A,::wff’( }d‘i) = (45)',

d2

d 2
d?

= Vi(2) = (e ), n=2.3,. M,

gnwn 1

cujos estpectros satisfazem ao mapeamento

Ert=fEr?= . =EO n=23,...,M

nloc AFAS LAY 9O,

(71)

(72)

nds temos

(73)

(77)

(78)

(79)

(80)

(81)

Podemos resumir o processo desenvolvido por Sukumar através do seguinte mapeamento:
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n n n n 0
EM B B EBY ED

Ei“’ o E§3> _E®P __EBM
e® P __E® __EY __
g® g __ Y

pY g

EO
H,y H, Hj Hy -+ Hpn

Note que o nivel de energia do estado fundamental do (n+1)th-membro da hierarquia

¢é degenerado com o nivel de energia do n-ésimo estado excitado do primeiro membro da
hierarquia.

VI. POTENCIAIS ISOESPECTRAIS: A CONSTRUCAO VIA SUSY DO
POTENCIAL GENERALIZADO DE ABRAHAM E MOSES

Nesta secao, apresentamos alguns resultados da nossa aplicagao do método SUSY para
se construir o potencial generalizado de Abraham e Moses [28] (Kostelecky e Nieto [8])
associado ao hamiltoniano radial do 4tomo de hidrogénio [25].

Iniciamos com a equacgao radial para o dtomo de hidrogénio, colocando-se z = 1, para o
momento angular orbital ¢.

1 ( d? 2d 1 I A l(+1)
—_ =t ] —-=|-—+—- - =0 82
{ 2<dp2+,0dp> 2{ it > Rye(p) =0, (82)
N=(+1,0+2,..., (83)
onde
422 4 2 2r
2

= — = — e — [ — — — 4
a 8EN NS T A=y PEar= (84)

A= (-1)5 _ N, (85)

,
Realr) = Renp) = B (p) = RO() o 1" exp (- ). (86)

1 1

E(O) — e g ——
¢ oz V=t 2(0 + 1)2

(87)
Na representagao —y, x(r) = rR(r), para a qual
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,
) = RO (r) o exp (). (85)

construimos sob duas transformagoes SUSY sucessivas, uma corrente de hamiltonianos

SUSY, H,(¢) — H,(l) = Hy(l) — Hi((, ), a saber:
1

Hi() = AL OA 0 = 5 (%0)
450 = O (£ ) o = o {ed b o)
W) =+ L, o1)
(1) = AT 0410 = 5 (92)

Vi) = ) = o) = a0 - o (- )
:vl(r)ﬁ;l:—%%, (93)
ES™ = B (m =0,1,2,...). (94)

Em virtude das equagoes (88), (90) e (92) ¢é visto que [Xéo) (r)]~' é uma solucao for-
mal e nao normalizavel de Hy para sua energia nao Fisica —%(f + 1)2. A solucao geral
correspondente, a qual, por sua vez, também é formal e nao normalizavel, é dada por

~1 -1 r 2
(0]} =) o+ [ [0 ar (95)
a 0
1 r " 2042 =2 2\
= 7 P <€+1) {oz—i—/o () exp (f—l—lr)dr}' (96)
Agora, explorando a solugao geral (95) para fatorizar Hs no estado nao fisico com energia
—W, obtemos:
N 1 ~
HQ = HQ = Bil(g)B+1(€) — m, VQ(T) = ‘/2(7”), (97)

onde Bf (f) sao dados, em analogia com (90), por

BE(() = H [xéo)(r)}_l}g ’ (i%jg H {Xéo)(fﬂ_l}c
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A construcao da transformacao SUSY Hy, — H, (¢; ) se procede na seguinte maneira:

H(t:0) = BH (OB - 3 (99)
V=V, j—;ﬁn { [ )}‘I}G
Ll
= Vi~ Ll 0]}
d? 0 1 T 0) N2
=V - d—ﬁjn[xé %mm ot [ () dr
=Vi—otn {oc + /0 (7)242 exp (—Hilﬂ d?} . (100)

Utilizando em (100) a férmula familiar, para n inteiro positivo,

b ~\n_(ar) j= e’ An N, \p— n(n - 1) ~An— (_1)nn| 2
/b1 (7)"el )dr:F{(r) —5(7’) 1—|—T(r) 24+ o v (101)
com
2
bQIT, blzo, n:2€+2, CLI—<£+1>7 (102)
obtemos:
T or
o [ 0
_ (et (_ 2r )
U2 )P U
1 {+ 1)@
X [7“2”2 + (04 1)2r2H 4 5(6 1320+ D)% 4+ (2++2(2£ +2)!
/¢ 1 2043
(;LTRSW +2) +a (103)
Escolhendo
(€ +1)243(20 + 2)!
a=- 920+3 (104)
obtemos, de (100), (103) e (104), o novo potencial Vi que chamamos de Vi (r; £):
- - 2 PEZo2042) (0+1)°
_ . —_ 7 (20+2—5) 1
Vi=Vi(r; ) = Vi(r) d'rQEn Lz% B2 ( 5 ) r ] (105)
L oe+1) & 2 @20+2)) [e+1Y)° _
I - _6 (2042—5) 1
P T dr? NLZ:% (204+2—s)!\ 2 " (106)
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A Eq. (106) é nossa expressao para o potencial generalizado de Abraham-Moses, obtido
aqui pelo método SUSY para o hamiltoniano radial do &tomo de hidrogénio com momento
angular ¢ arbitrério.

No caso particular, com £ = 0 em (106), V;(r;0) torna-se

N | 8r(r+1)
Vi(r:0) = r+(27“2—|—2r+1)2’

(107)

o qual coincide com aquele de Abraham e Moses [28]. Porém, esses autores tém adotado
o método de espalhamento inverso do formalismo de Gelfand e Levitan em sua deducao
associada ao momento angular, ¢ = 0.

Observe-se que o potencial V; (r; 0) em (107) pode ser colocado na seguinte forma equiv-
alente:

~ 1 1 1
Vi(r; 0) :—;—I—Parte Real{}, a=—=— (108)

(r —a)? 2

N | .

utilizando-se a igualdade

8r(r+1) 1 1
(2r24+2r+1)2  (r —a)? + (r—a’)?’ (109)

Em virtude de (88), (95) e (103), explicitamente temos:

(e~ (1)

a qual é nao normalizavel, confirmando que —m nao é a energia Fisica de Hy = Hy. E

obvio que os niveis de H, s3o os mesmos de H,, isto é,
ES =EM™  (m=0,1,2,...). (111)

Veremos agora que Hj, o companheiro SUSY de H,, nao possui o nivel Como a

1
20012
funcao de onda associada a este nivel ¢ aniquilada por B~ (¢), segue-se de (98) que a solugao

¢é dada por

00 s (12)

22+ or+1°

onde utilizamos (111). Como este estado nao é
normalizavel, H;({) = B1(£)Bt5(¢)—1/2(¢ + 1)?, também nao possui o nivel ﬁ, em
contraste com Hj, o hamiltoniano radial do atomo de hidrogénio para ¢ = 0. Entretanto,
H,(¢) possue um estado fundamental fisico [)Zl(r)]gi)o para a energia =—, o qual pode ser

2(0+1)2>
obtido da seguinte construcao SUSY:

1) o< B (€= 0) [xa(r)]” ¢ = 0. (113)

Mas, de acordo com a equagao (97), temos:
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R o Dea(r)Zy o exp (== )2 (114)

e, assim, a equagao (113) torna-se, em virtude de (98), em

Rl (0]} S5 (0]} ] e (115)

Substituindo (110) e (113) em (115) e simplificando-a, obtemos a seguinte expressao para
X (]2

- exp (—3 9
[Xl (’r‘)]éi)o XX 2742_‘_(7'_2'_)1 <T4 + 37”3 + 57"2 + 37") s (116)

a qual coincide com aquela obtido por Kostelecky e Nieto [8], partindo do método de espal-
hamento inverso (observando-se a notagao y = 2r usada por esses autores).

Note-se que [x1 (7")]20 dado por (116) é normalizivel e, assim, levando ao mapeamento
dos espectros de Hy; e Hy = Hy:

B — B — B (m=0,1,2,..). (117)
De (94) e (117), temos:
EM = B (m=0,1,2,...). (118)

Isto prova que o potencial Vi (r;0) de (107) elimina o estado fundamental do hamiltoniano
da equagao radial do atomo de hidrogénio, mas mantém o restante do espectro de energia.
Analogamente, resultado semelhante segue-se para ¢ arbitrario. Nosso resultado em (106),
para ‘N/l(r; 0), é equivalente com a seguinte expressao para o potencial [‘71 (r;0)]kN> dada por
Kostelecky e Nieto [8], via seus estudos do formalismo de Gelfand e Levitan [29]

Tt e = 000 { o) + 21 - (119)
onde
P(0) = (2r)2+2 {(26 + 2)! 21{5 (2r)"(¢ 2!1)%3_k } (120)

A seguir aprsentaremos as conclusoes deste trabalho.

VII. CONCLUSAO

A mecanica quantica supersimétrica tem sido uma técnica algébrica bastante usada em
resolugoes espectrais e para se construir novos potenciais iso-espectrais em mecanica quantica
[10] e com fases equivalentes [18]. Recentemente, foi construido uma nova classe de potenciais
isoespectrais em mecanica quantica e em teoria de campos bidimensionais (141 dimensoes)
[11]. Neste trabalho, investigamos a lagrangeana com supersimetria (SUSI) N =1e N = 2.
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Vimos que neste caso da supersimetria estendida (SUSI N = 2) pode-se introduzir um termo
de potencial V(¢) na super-agao de dimensao par, a qual é invariante para as seguintes
translagoes no super-espaco (t;01;09): t — t/ = t + i610; + 16202, O; — O] = O +
€1, € Oy — O, = Oy + €5. Essas transformagoes nos fornece os geradores da SUSI que
sao denominados de supercargas, cujos simbolos sdo Q e (), em mecanica cldssica e Qx,
em mecanica quantica (MQ). Consideramos uma sintese do procedimento de quantizagao
canonica de Dirac [2], devido a presenga de vinculos inerentes a hamiltoniana SUSI, cujo
detalhes o leitor pode encontrar nas referéncias [5,12]. Barcelos et al [12] empregaram a
derivacao a esquerda, para as variaveis de Grassmann, de modo que os parénteses de Dirac
resultaram em um sinal negativo, ou seja, {¥,1}p = —i. Neste trabalho, adotamos a regra
de derivada a direita [dada pela equagao (6)], o que nos forneceu este paréntese de Dirac
com um sinal positivo, conforme evidenciado em (24). Devido o teorema de spin-estatistica
para férmions, o respectivo paréntese de Dirac foi substituido por um anticomutador.

Por outro lado, quando ja se conhece o hamiltoniano em MQ, a SUSI N=2 pode ser con-
struida seguindo o tratamento de Witten [3,4], [8-10] e [13-22]. Mostramos ainda as prin-
cipais caracteristicas da SUSI em mecanica quantica nao-relativistica, inclusive a realizacao
da super-dlgebra de Lie, a qual é uma algebra graduada de Lie contendo dois comutadores
e um anticomutador, o que possibilita uma mistura de estados bosonico e fermionico num
mesmo multipleto. Vimos que na descricao de Schrodinger da M(@Q o estado quantico SUSI
(61) é descrito por uma funcao de onda de duas componentes. Mostramos também que o
hamiltoniano supersimétrico ¢ uma matriz diagonal 2x2, cujos elementos sao denominados
de hamiltonianos dos setores bosonico e fermionico, com o espectro de energia maior ou
igual a zero. Analisamos a energia do estado fundamental e vimos que se ela for positiva
ocorre quebra espontanea da supersimetria em mecanica quantica. Portanto, a SUSI é uma
simetria exata em MQ quando a funcao de onda que descreve o estado fundamental SUSI
estiver associada a energia zero.

O nosso trabalho, ilustra o poder do método SUSY para construir novos potenciais para o
caso exemplar do hamiltoniano radial do atomo de Hidrogénio, os quais mantém os espectros
idénticos ao do da Eq. radial do atomo de hidrogénio, com excecao apenas das perdas dos
niveis fundamentais para o momento angular orbital ¢ fixo. Com nossa analise SUSY, de
fato, restauramos o famoso potencial de Abraham e Moses [28] para ¢ = 0 e também de
Kostelecky e Nieto [8] para ¢ arbitrario. Nosso trabalho serve, também, para se fazer uma
demonstracao da equivaléncia do método SUSY com o método da teoria de espalhamento
inverso de Gelfand e Levitan [29], aplicado por esses autores. Baseando-se em nossa andlise,
podemos dizer que o método SUSY oferece uma ferramenta algébrica poderosa especialmente
na construgao de novos potenciais iso-espectrais.

AGRADECIMENTOS

O autor agradece ao Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico Tecnoldgico
(CNPq) pelo auxilio financeiro parcial através de uma bolsa de estudos de Pés-doutorado.
RLR agradece aos Professores Jambunatha Jayaraman e Arvind Narayan Vaidya pelos in-
centivos. Os agradecimentos vao também para o Prof. José Abdalla Helajel Neto pelas

21



discussoes esclarecedoras e, principalmente, pela excelente hospitalidade no CBPF.

22



REFERENCES

[1] R. de Lima Rodrigues, Rev. Bras. de Ens. de Fis. 19, 374 (1997).

[2] P. A. M. Dirac, Can. J. Math. 2, 129, (1950); P. A. M. Dirac, Lectures on Quantum
Mechanics (Belfer Graduate School of Science, Yeshiva University, N. Y.), (1964); A.
Hanson, T. Regge, and C. Teitelboim, Constrained Hamiltonian Systems (Accademia
Nazionale dei Lincei, Rome, 1976).

[3] E. Witten, Nucl. Phys. B185, 513, (1981); A. A. Andrianov, N. V. Borisov e M. V.
loffe, Sov. Phys. JETP Lett. 39, 93, (1984); Phys. Lett. A105, 19, (1984).

[4] R. de Lima Rodrigues e A. N. Vaidya, "SUPERSIMETRIA: DA MECANICA
CLASSICA A MECANICA QUANTICA,” Rev. Bras. de Ens. de Fis. 19, 374 (1997).

[5] C. A. P. Galvao e C. Teitelboim, J. Math. Phys. 21, 1863, (1980).

[6] P. Salomonson e J. W. van Holten, Nucl. Phys. B196, 509, (1982); F. Cooper e B.
Freedman, Ann. Phys. (N. Y.) 146, 262, (1983); F. Ravndal, Proc. CERN School of
Physics, (Geneva: CERN) pagina 300, (1984).

[7] R. de Lima Rodrigues, Wendel Pires de Almeida e Israel Fonseca Neto, ” Supersymmetric
classical mechanics: free case,” e-preprint hep-th/0201242 (Jan. 2002).

[8] M. Bernstein e L. S. Brown, Phys. Rev. Lett. 52, 1933, (1984); V. A. Kostelecky e M.
M. Nieto, Phys. Rev. Lett. 53, 2285, (1984);1d., Ibid. Phys. Rev. A32, 1293, (1985); Id.,
Ibid. Phys. Rev. A32, 3243, (1985).

[9] L. Gendenshtein, JETP Lett. 38, 356, (1983); R. Dutt, A. Khave e U. P. Sukhatme,
Am. J. Phys. 56, 163, (1988).

[10] C. Sukumar, J. Phys. A: Math. Gen. 18, L57, 2917, 2937, (1985). (Esta pagina, 2937,
tem um trabalho mostrando a conexao da SUSI com o método de espalhamento inverso.)

[11] R. de Lima Rodrigues, ”"New potential scalar models via the kink of the A¢?* theory”,
Modern Physics Letters 10A, 1309, (1995).

[12] J. Barcelos-Neto e Ashok Das, Phys. Rev. D33, 2863, (1986); J. Barcelos-Neto, Ashok
Das e W. Scherer, Acta Phys. Pol. B18, 267, (1987).

[13] R. de Lima Rodrigues, ” Alguns estudos sobre a mecanica quantica supersimétrica e a
algebra de Wigner-Heisenberg para sistemas quanticos em conexoes com osciladores”,
tese de mestrado em Fisica defendida no departamento de Fisica, UFPB, Campus I, Joao
Pessoa-PB, 29 de agosto de 1988, sob orientacao do Prof. Dr. Jambunatha Jayaraman.
(Parte desta tese estd contida nos dois trabalhos da ref. seguinte.)

[14] J. Jayaraman e R. de Lima Rodrigues, J. Phys. Math. Gen. A23, 3123, (1990); J.
Jayaraman e R. de Lima Rodrigues, Mod. Phys. Lett. A9, 1047, (1994).

[15] C. J. Lee, Phys. Lett. A145, 177, (1990); H. A. Schmitt e A. Mufti, Can J. Phys. 68,
1454, (1990); Yin-Sheng Ling e Wei Zhang, Phys. Lett. A193, 47, (1994), para citar
alguns .

[16] J. Casahorran e S. Nam, Int. J. Mod. Phys. A6, 2729, (1991); A. Jevicki e J. P. Ro-
drigues, Phys. Lett. 146B, 55, (1984).

[17] E. Drigo Filho e R. M. Ricota, Mod. Phys. Lett. A6, 2137, (1991).

[18] B. Talukdar, U. Das, C. Bhattacharyya e P. K. Bera, J. Phys. Math. Gen. A25, 4073,
(1992); R. de Lima Rodrigues, proceedings do XVI Encontro Nacional de Fisica de
Particulas e Campos, Caxambu-MG, Brasil, paginas 410-413 (1993).

[19] L. E. Gendenshtein e I. V. Krive, Sov. Phys. Usp 28, 645, (1985).

[20] A. Lahiri, P. K. Roy e B. Bagchi, Int. J. Mod. Phys. A5, 1383, (1990).

23



[21] Luc Vinet, Proceeding da V escola de verao Jorge André Swieca, se¢ao Teoria de Campos
e Particulas, pagina 291, realizada em Campos do Jordao-SP, (1989).

[22] R. W. Haymaker e A. R. P. Rau, Am. J. Phys. 54, 928, (1986).

23] F. Cooper, A. Khare, U. Sukhatme, Phys. Rep. 251, 267 (1995).

[24] R. de Lima Rodrigues, “The Quantum Mechanics SUSY Algebra: an Introductory
Review,” hep-th/0205017 e referéncias contidas neste trabalho.

[25] R. de Lima Rodrigues, “Abraham-Moses generalized potential via SUSY method,”
redacao final em preparacao.

[26] F. Berezin, " The Method of Second Quantization” (Academic Press, New York, 1966);
C. E. L. Carneiro e M. T. Thomaz, "A Algebra dos Férmions”, Revista Brasileira de
Ensino de Fisica, 22, 474 (2000).

[27] A. Salam e J. Strathdee, Nucl. Phys., B76, 477, (1974); Phys. Rev. D11, 1521, (1975).

(28] P. B. Abraham e H. E. Moses, Phys. Rev. A22, 1333 (1980)

[29] M. Gelfand e B. M. Levitan, Am. Math. Soc. Transl. 1 153 (1955)

24



