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O Espaco Euclideano

e O modelo padrao para a geometria euclideana n-
dimensional € o espaco vetorial

R" = {(z1,22,...,2) : m; € R, 1i=1,2,...,n}.

e O produto interno

n
(z,y) = Z ZiYi s
i=1

para todo x,y € R", define a distancia em R"

dE($,y) — |$ T y| ’

chamada de distancia euclideana, onde | | € a
norma definida a partir do produto interno segun-

do
2| = (=, @) .

e O par (R", dg) € chamado de espaco euclideano
n-dimensional, e é denotado por E".



O Espaco Euclideano: Isometrias

e Uma translacao em E™ é uma funcao
T . E™ — E"™
r — x4+ a,

onde a € E™.

e O conjunto das translacdoes formam um
grupo isomorfo a R™, e sao isometrias em
E".

e Uma translacao em E™ €& uma translacao
de Clifford.



O Espaco Euclideano: Isometrias

Uma transformacao ortogonal é uma funcao ¢ :
E" — E™ que preserva o produto interno. Ou seja,
para todo z,y € E",

(p(x), p(y)) = (z,y).

Uma matriz real n x n A € dita ortogonal se a
transformacao linear associada

A:E" — E"
r — Az,

€ ortogonal.

Para associar uma matriz a uma transformacao
linear fazemos uso da base candnica em R".

Uma matriz A € ortogonal se

ATA=1T.

Uma transformacao ortogonal também € uma iso-
metria euclideana, porém nao € uma translacao de
Clifford.

O grupo das matrizes ortogonais, O(n), chama-se
grupo ortogonal n-dimensional.



O Espaco Euclideano: Isometrias

Teorema. Uma funcao ¢ : E™ — E™ € uma
isometria em E™ se e somente se ¢ = 7140
A, onde a € E™ e A € uma transformacao
ortogonal.

e Este teorema afirma que toda isometria
euclideana pode ser decomposta de ma-
neira unica numa transformacao ortogo-
nal seguida de uma translacao.

e Se ¢ : K" — E™ é uma isometria, entao
existem a € E" e A € O(n) tal que para
todo z € E™,

o(x) = Ax + a,

e escrevemos ¢ = (A,a).

e © € uma translacao de Clifford se e so-
mente se A = I, portanto as unicas trans-
lacbes de Clifford em E™ s3ao as trans-
lacoes.



O espaco euclideano: isometrias

Sejam a = (A,a), 8 = (B,b) € Isom(E™). Para
todo =z € E™,

o(z)
B(z)

Az + a,
Bx +b.

A lei de composicao em Isom(E™) é dada por
aofB(x) = ABzx + Ab+ a,
ou equivalentemente,

(A,a) o (B,b) = (AB,Ab+a).

O grupo das isometrias euclideanas age transiti-
vamente em E™, portanto E™ € um espaco ho-
MOgEneo.

Temos que

— Isom(E™) = O(n) x E™, no sentido de varieda-
des, entdao Isom(E™) € uma variedade diferen-
cial.

— A lei de multiplicacao € uma operacao diferen-
ciavel.

Portanto Isom(E™) € um grupo de Lie.

A estrutura de grupo de Isom(E™) € a de um pro-
duto semi-direto de E™ com O(n).



Classificacao Isométrica

. A classe G1 € parametrizada pelas classes de equi-
valéncia SL(3,2) - A(T®) - O(3), onde A(T3) é a
matriz cujas filas sao formadas pelos vetores da
base de E3 que gera o grupo de recobrimento do
toro.

. A classe G> € parametrizada pelas ternas ordena-
das (|a|,r,w), onde o par (r,w) parametriza o toro
bidimensional gerado pelos vetores b e c.

. As classes Gz, Ga e Gs sao parametrizadas pelos
pares ordenados (lal,|b]).

. As classes Gg, B3z e Bs sao parametrizados pelas
ternas ordenadas (|al,|b],|c]|).

. As classes B e B> sao parametrizadas pelas ternas
(r,w,|c|), onde o par (r,w) parametriza o recobri-
mento duplo do espaco modular do toro gerado
pelos vetores a e b, que permuta 0s geradores do
reticulado. Mais ainda, para a classe B> vale

1
> —b| .
e > la + 30|



O Espaco Esférico

O modelo padrao para a geometria esférica n-
dimensional € o conjunto

S"={xe E"! : |z| =1},
com a métrica em S™ induzida pela métrica eucli-
deana dg em E"t1,

Sejam z,y € S™ e denotemos por 6(z,y) 0 angulo
euclideano entre x e y. A distancia esférica entre
reyé

ds(z,y) = 0(x,y) .

Para todo z,y € S",
0 S dS(x7y) S ™,
e ds(z,y) = 7™ se e somente se z = —y.

O par (S™,dg) € chamado de espaco esférico n-
dimensional.



O Espaco Esférico: Isometrias

O grupo das isometrias da esfera S™ €
isomorfo a O(n+1).

AS Unicas formas espaciais esféricas de di-
mensdo par sdo as esferas S2" e 0s es-
pacos projetivos RP2".

Seja M = S?*~ 1/ uma forma espacial
esférica. Entao [ € um subgrupo discreto
de SO(2n) no qual o unico elemento com
autovalor 41 é a identidade.

Consequéncia: formas espaciais esféricas
de dimensao impar sao orientaveis.

O problema de encontrar todas as for-
mas espaciais esféricas tridimensionais se
reduz a identificar os subgrupos finitos
de SO(4) nos quais todos os elementos,
exceto a identidade, possuem autovalores
diferentes de +1.

10



A triesfera

Trés formas de olhar para a triesfera

1. Como subconjunto de R*
4
S3 = {(371,332,333,564) € R* : Zx? = 1} .
i=1

2. Como subconjunto de C?
S®={(21,22) €C? : |u|?+ |22 =1},
onde z1 = x1 + 122 € 20 = x3 + 114, COM 72 = /—1.
3. Como o grupo SU(2) pois a funcao

0:S> — SU(2)
(Zl,ZQ) —> (Zl _Z2>

22 2]

€ uma bijecao.
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A triesfera: Quatérnios

A triesfera € o conjunto dos quatérnios unitarios
S*={qeqQ : |q =1}.

Q € o espaco R* com base denotada por {1,1,7, k}
e tabela de multiplicacao dada por

?=-1 =k ik=—j
ji=—k j2=-1 jk=1
ki=j kj=—i k’=-1,

Correspondéncia entre C? e Q

z = (z1,22) = 21 + 227

Como Q nao € uma algebra comutativa, a ordem
do produto z>j5 tem que ser respeitada.

A operacao de conjugacao em (@ é definida como
z> 2" = 2] — 227 .

O modulo de z € Q €é

lz]| = Vvzz°

VIzl? + 1222,

O produto interno de R* é

(z,w) = Re(zw"),
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Os Espacos Lente

Os espacos lente sao quocientes da forma
L(p7 q) — S3/Zp .

e Os grupos ciclicos podem agir em S3 de diferentes
formas, parametrizadas pelo inteiro ¢ tal que
1. p e g sao primos entre si.
2. 1<g<p/2.

e Descrevendo S3 como subconjunto de C?, Z, é
gerado pela isometria

A (p.q) . 53 — 53

(21,22) = (eQm/pzl,e%Zq/pZQ).

e A distancia entre z = (21,22) € w = (w1,w2) € O
angulo entre eles, logo

cos (d(z,w)) = (z,w) = Re(z1w} + zw3) ,
o Se w= A(p,q)Z entao

2 2 2
cos (d(z,w)) = cos = + (cosiq — COoS —77) B
p p p

e Temos portanto

7 Tq
Tinj = — r = —
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O Espaco de Minkowski

e O espaco de Minkowski ET € o espaco R"™ com
produto interno

n—1
<$, y> — Z LiY; — TnYn ,
=1

e norma definida por

2] = (z,z) .

e Um vetor v € ET € dito
1. espacial se (v,v) > O;
2. luminoso se (v,v) = O;

3. temporal se (v,v) < 0.
e Os vetores luminosos formam o cone de luz CT.
e Os vetores espaciais formam o exterior de C7.
e Os vetores temporais formam o interior de C7.

e O interior de C7 € desconexo, uma componente
conexa € formada pelos vetores temporais positi-
VoS, € a outra pelos vetores temporais negativos.
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Transformacoes de Lorentz

e Uma funcao ¢ : E7 — ET € uma transformacao de
Lorentz se preserva o produto escalar, ou seja se

(p(x), p(y)) = (z,y) .

e Uma base £ = {e1,e2,...,e,} de ET & dita ortonor-
mal se
(€irej) = nij,
onde
+1 se 1=37=1,...,n—1
o) se 1 £ 7.

e Uma matriz de Lorentz € uma matriz real n X n
associada a uma transformacao de Lorentz.

e Para associar uma matriz a uma transformacao
linear fazemos uso da base canonica em ET. Nesta
base, A € uma matriz de Lorentz se

ATnA=n.

15



O Grupo de Lorentz

O grupo das matrizes de Lorentz em E7
é denotado por O(n — 1,1).

O grupo das matrizes de Lorentz com
det A = 1 é denotado por SO(n — 1,1).

-

E o grupo especial de Lorentz.

Uma transformacao de Lorentz positiva
nao muda o sinal dos vetores temporais.
O grupo das transformacdes de Lorentz
positivas € PO(n—1,1), o grupo positivo
de Lorentz.

O grupo PSO(n—1,1) é o grupo formado
pelas transformacdes de Lorentz positivas
e com determinante 1. E chamado de
grupo positivo especial de Lorentz.
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Angulos lorentzianos

e Desigualdade de Schwarz. Se x,y sao
vetores temporais positivos,

(z,y) < x|yl -
e Consequéncia: existe um nudmero nao ne-
gativo n que satisfaz

(z,y) = |z[ly|coshn .

e 1 € 0 angulo lorentziano entre = e y.
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O Espaco Hiperbadlico

O modelo padrao para a geometria hiperbolica n-
dimensional € o conjunto

Hn:{er?-i-l : |a:|2=—1 € :Bn_|_1>0},
com a métrica em H™ induzida pela métrica de
MinkowsKi.

Sejam z,y € H™ e denotemos por n(xz,y) 0 angulo
lorentziano entre z e y. A distancia hiperbodlica
entre x e y €

da(z,y) = n(z,y) .

O par (H",dg) € chamado de espaco hiperbdlico
n-dimensional.

Como

coshn(z,y) = —(z,y) ,

temos que as isometrias de H™ s3ao as transfor-
macoes positivas de Lorentz.
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Variedades Hiperbolicas

Teorema de Rigidez de Mostow. Duas
variedades hiperbdlicas de volume finito e di-
mensao n > 3 que possuem grupos funda-
mentais isomorfos, sao isométricas.

e Em geral, duas variedades com grupos
fundamentais isomorfos nao sao neces-
sariamente homeomorfas. Exemplo: o0s
espacos lente.

e Pelo teorema de Mostow,

1. duas variedades hiperbdlicas tridimen-
sionais de volume finito, com a mesma
forma tem necessariamente o mesmo
tamanho, e

2. invariantes geométricos como volume
e comprimentos de geodésicas fecha-
das, sao invariantes topoldgicos.
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Variedades Hiperbolicas

Teorema de nao rigidez de Thurston.

Seja M = H3/I uma variedade hiperbdlica
nao compacta orientavel e de volume finito.
Ent3ao existe uma sequéncia infinita de varie-
dades hiperbdlicas orientaveis e compactas

— 173
M; = H3/T;,
tais que
Vol(M;) < Vol(M;) < Vol(M) se i<j,

e que se acumulam em torno de M no sentido
que

1. Iimj_><>O I‘j = [ puntualmente, e

2. lim;_,o Vol(M;) = Vol(M).
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Variedades Hiperbolicas

1. As variedades hiperbdlicas compactas tridimensio-
nais podem ser arrumadas em uma sequéncia enu-
meravel de sequéncias enumeraveis de variedades.

(a) Cada sequéncia de variedades satisfaz o Teo-
rema de Thurston.

(b) A variedade (ponto) de acumulacao de cada
sequéncia é uma variedade com pontas.

(c) A variedade com pontas de volume minimo é
obtida a partir do complemento do n6 “figura
8".

(d) Existe uma variedade hiperbdlica de volume
minimo Vi, > 0.32095.

2. Variedades hiperbodlicas podem ser construidas e
estudadas com o programa SnapPea escrito por
Jeffrey Weeks.

3. Hodgson e Weeks tem compilado uma lista de
11031 variedades hiperbolicas compactas ordena-
das por volume crescente. A variedade de menor
volume nesta lista tem volume Viyeers = 0,942707.

4. Variedades pequenas sao gordas. Exemplo: se
Vi < 1.7011, a menor geodésica fechada em M
tem comprimento [ > 0.162.
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