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Resumo

Utilizando um modelo formal (campo escalar com auto-interacdo interacao quartica) investigamos a estrutura
das singularidades do tipo renormalon quando o modelo € submetido a restricbes espaciais
(compactificacbes) e condicbes de contorno quasiperiddicas. Obtemos que, diferente do esperado, nem o
tamanho das compactificacdes nem o numero delas interfere na quantidade e posicao dos polos. Somente
os residuos associado aos renormalons é influenciado. Indicamos que resultados reportados na literatura
sobre cancelamento algebrico das singularidades do tipo renormalon ou surgimento de novas singularidades
devem ser avaliados com cautela e parecem provir ndo de uma reducéao dimensional suave mas sim de uma
aproximacao de modos estaticos.

Introducao

O uso de métodos perturbativos em funcao de certo parametro (g, por exemplo) para tratar um problema
dificil € tdo antigo quanto a proépria fisica. Entretanto, muitas vezes a série perturbativa ndo tem acesso a
informacoes sobre os fendmenos nao-perturbativos da teoria sob interesse. Isto pode ocorrer pois o valor de
interesse do parametro g pode estar fora do raio de convergéncia da série ou — mais dramaticamente — pois
a seérie perturbativa tem raio de convergéncia nulo e é assintotica.

Usualmente, muitas séries perturbativas apresentam um crescimento fatorial nos seus coeficientes fazendo-
as explicitamente divergentes. Assim, devemos entender a série assintotica como um série formal (FIG.1 (1))
gue atua como uma representacdo da solucao exata (FIG.1 (I)). Uma metodologia tradicional para tratar a
Série perturbativa é utiliza o método de soma de Borel. Isto €, a série original (no plano fisico do parametro g;
FIG.1(ll)) é transportada para o plano de Borel (com o parametro u; FIG.1 (/1)). No plano de Borel a série
ganha um controle fatorial e pode se tornar somavel. Deste ponto, podemos realizar uma transformada
inversa de Borel para retornar ao plano fisico (FIG.1(1V)), caso essa operacao seja bem definida teremos
extraido uma resposta nao-perturbativa da série perturbativa.
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Entretanto, algumas fontes de divergéncia da série
perturbativa podem aparecer no plano de Borel como
singularidades no caminho de integracéo e nos impedem de
realizar a transformada inversa de Borel, introduzindo
ambiguidades devido a necessidade de escolher o caminho
de integracao. Consideremos, por exemplo, a FIG.2 em que
é considerado o cenario onde o coeficiente se comporta
como n!, teremos um polo no plano de Borel localizado em
u=1l. A curva azul representa o truncamento otimo (no
sentido de uma série assintotica de poténcia por Poincareé). A
curva laranja € componente real da transformada inversa de
Borel. A curva verde €& a ambiguidade introduzida pela
escolha de contorno.

Algumas fontes familiares de divergéncias em modelos de teoria de campo sao os instantons (estruturas
semi-classicas que s&o relacionadas a proliferacdo de diagramas de Feynman) e 0s renormalons
(relacionados a divergéncias ultravioleta ou infravermelha no momento interno de integracdo de alguns
conjuntos de diagramas de Feynman, como a cadeia de bolhas — ver FIG.3). E crucial, para extracdo de
aspectos nao-perturbativas de modelos em teoria de campos, o entendimento das singularidades do tipo
instanton e tipo renormalon. Uma proposta comum para elucidar a questdao € o uso de modelos soluvéis
(entretanto, existe poucos modelos soluveis com renormalons, ver MARINO:2020) ou a existéncia de um
cenario no qual a singularidade dos renormalons € removida. Nesse sentido, tem sido investigado nas duas
ultimas décadas o uso de modelos em espacos com restricdo espacial. Uma proposta € que em modelos
com restricAo espacial a teoria desenvolve estruturas semi-classicas, os fractons, e a composicao de
fractons (bions e moléculas de bions) sdo responsaveis pelo cancelamento das ambiguidades
ARGYRES:2012,UNSAL:2020, . Essa proposta tem sido criticada recentemente devido a indicacao de
existéncia de novos polos de renormalons cujas ambiguidades ndo sdo compensadas pelos bions
MORIKAWA:2020. Uma segunda proposta é gue no limite de tamanhos muito pequenos a singularidade de
renormalons desaparece espontaneamente devido a uma reducao dimensional ANBER:2015, ASHIE:2020.
Em ambos cenarios € necessario o entendimento de como a estrutura de singularidade dos renormalons se
comporta com respeito ao tamanho de compactificacao. Alem disto, novas propostas introduzindo mais

compactificacOes introduzem a necessidade de investigar a dependéncia com um numero maior de dimensoes
compactadas. Em um trabalho anterior sobre reducao dimensional (CAVALCANTI:2019) foi mostrada a importancia da
escolha da condicdo de contorno quando se investiga este aspecto. Dentro desse contexto uma primeira investigacao
consiste em adotar um modelo formal que apresente as singularidades do tipo renormalon e avaliar a dependéncia com o
numero d de compactificacdes, o tamanho das compactificacdes e as condi¢cées de contorno.

Modelo formal — Campo escalar auto-interagente

Assumiremos um campo escalar auto-interagente e sem sabor (N=1). O conjunto de diagramas a ser investigado sera a
soma de cadeia de bolhas, que € uma contribuicdo tradicional (BENEKE:1999) para obtencéo de renormalons, veja
FIG.3. Outros conjuntos de diagramas sao possiveis mas serao apresentados em outro momento.
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amplitude de cada “bolha” (EQ.1) e entao compor uma cadeia
de k-bolhas (EQ.2). A amplitude da bolha compactificada é
obtida introduzindo a parametrizacao de Feynman e resolvendo
a integracao por regularizacao dimensional. Sendo D o numero
completo de dimensbées, d o numero de dimensodes
compactificadas, L tamanho de cada compactificacdo, 6 o

parametro da condicdo de contorno (0=0 para periédico, 6=1
para antiperiodico), n¢ o modo associado ao momento g, P € o

momentum externo a cadeia de bolhas e £ € 0 momentum que
percorre a cadeia de bolhas. I" & fungcao gama.

Para avaliar a cadeia de k-bolhas é necessario renormalizar a
amplitude, utilizaremos o procedimento de subtracdo de BPHZ
(A notacio A representa que a quantidade A foi renormalizada).
Para investigar a singularidade somamos as cadeias de bolhas
no plano de Borel, gerando a EQ.3. Essas trés equacodes
representam o0 caso geral. Para facilitar a visualizacao,
consideremos 0 cenario com somente uma compactificacao.

Cenariocom d=1

Neste caso existe apenas uma soma na EQ.1, que pode ser
realizada diretamente, resultando na EQ.5. Dessa expressao
subtrairemos (aplicando BPHZ) a componente do bulk (L—=><)
com momentum nulo (=n=0). Para investigar o0
comportamento assintdtico podemos notar que na EQ.5 o
argumento da funcao de Bessel modificada do segundo tipo
(K,) podera sempre ser tomando como grande,

independentemente do valor do tamanho de compactificacao L.
Proximo ao bulk (L—=«) o termo (L é dominante, proximo a
reducdo dimensional (L—0) o termo 2nn‘ é dominante. Assim, é
podemos utilizar a expansao assintéotica da funcdo de Bessel
para argumentos grandes e, aplicando o método de Laplace, o
comportamento dominante da bolha é dado pelo EQ.6, valida
para todo regime de tamanhos. Este € um ponto crucial, em um
outro cenario no qual o argumento da funcédo de Bessel tende a
zero proximo a reducao dimensional (como apresentado por
ASHIE:2020) faz-se necessario uma expansao para
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argumentos pequenos da funcao de Bessel, o que provoca um cancelamento algébrico da contribuicao logaritmica. No
NOSSO cenario isso é atingido apenas se nos restringirmos ao modo estatico (n=0). Deve ser notado que a primeira

correcao na EQ.6 é anulada para o caso antiperiddico (6=1), isto nao é uma ilusao da expressao assintética, realmente

existe um cancelamento para esse regime.

Substituindo a EQ.6 na EQ.3 e avaliando a integral-soma com cautela extraimos a EQ.7. Este ponto € sensivel pois uma
pequena alteracdo no comportamento logaritmico modifica a estrutura de polos. Apesar de que In(éx) ~ In[{] para valores
grande de ¢, a integracao com respeito a £ de Z(F+x)>" e ' (*+x)> produzem estruturas de polos diferentes. Por este

motivo mantemos o fator ML explicito mesmo sendo uma contribuicdo pequena (atua como um cutoff infravermelho
natural). A partir da EQ.7 podemos extrair que a estrutura de singularidades no plano de Borel consiste em um conjunto
infinito contavel de polos localizados nos inteiros positivos, kou = j € N* sendo x, dado por g/(32n?).

O residuo dos polos vai rapidamente a zero no limite do
bulk, recuperando o resultado de um numero finito de
renormalons para essa situacao.

Com respeito ao valor absoluto do residuo é observado
um ordenamento no qual para tamanhos grandes quanto
mais distante da origem menor o valor do residuo.
Enquanto que para tamanhos pequenos, quanto mais
proximo da origem menor o valor do residuo. Isso pode
ser visto com clareza na FIG.4 (assumindo aqui M=1,
0=1).
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para todo intervalo de valores para os tamanhos de compactificacdo pois sempre poderemos tomar a
expansao para argumentos grandes da funcado modificada de Bessel do segundo tipo. A bolha, nesse
cenario, € dada pela EQ.8. Utilizando a EQ.8 podemos calcular a soma dos diagramas do tipo cadeia de
bolhas com d compactificacoes espaciais no plano de Borel (primeiro renormalizamos a EQ.8 e depois
computamos a integral-soma como indicado na EQ.3). Apesar de levemente mais intricado, obtemos ao
fim a mesma estrutura de singularidades do caso simplificado (d=1). Isto €, observamos a presenca de um
conjunto infinito contavel de polos localizados nos inteiros positivos. Somente 0s residuos que Sao
modificados e dependem diretamente no nimero de compactificacoes.

Conclusoes Parciais

Estrutura de singularidades:

* Renormalons associados a cadeia de bolhas estéo localizados nos inteiros positivos do plano de Borel.

* Estrutura ndo € modificada pelo tamanho da compactificacio nem pelo ndmero de
compactificacoes.

* Nao é observado cancelamento algébrico de renormalons para reducdo dimensional suave (L - 0). O
cancelamento é recuperado somente se nos restringirmos aos modos estaticos.

* Residuos dos polos carregam dependéncia com os tamanhos de compactificacdo, numero de
dimensbes compactificadas e condicao de contorno.

* Para algumas escolhas especificas o residuo pode ser nulo, como o caso antiperiédico.

* Indicamos que a estrutura de singularidade deve ser avaliada com cautela, aproximacodes brutas podem
modificar completamente o numero e posicao dos polos. Isso exige que tomemos com olhar critico todo
resultado que indique surgimento de novos polos pois podem ser consequéncia nao do modelo mas da
aproximacao utilizada.

* A independéncia do numero e posicao dos polos com respeito ao tamanho da compactificacdo ou o
numero de compactificacdes € um resultado dependente do modelo. Por exemplo, no caso apresentado
por ASHIE:2020, para QCD(adj) com uma compactificacao espacial, ocorre uma distincao explicita entre
tamanhos grandes e pequenos, sendo que para tamanhos pequenos o comportamento logaritmo é
destruido (e consequentemente os renormalons desaparecem).
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O caso geral (d dimensoes
compactificadas) € uma generalizacao
direta do caso anterior. As d somas da
EQ.1 sao tratadas com uso da
extensao analitica de zeta de Elizalde
(ELIZALDE:2012). Tal como no caso
com somente uma compactificacao
obtemos que para este modelo a
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Mais detalhes no artigo em submissé&o.
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